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Ââåäåíèå. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ êâàíòî-
âûõ ñîñòîÿíèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ òîìîãðàìì íåîòðèöàòåëü-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé [1, 2, 3]. Îíè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ,
ïîñêîëüêó ìîãóò áûòü èçìåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî [1, 2]. Âìåñòå ñ òåì, òîìîãðàôè÷åñêàÿ
ôîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè ýêâèâàëåíòíà äðóãèì èçâåñòíûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
ôîðìóëèðîâêàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, à ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ñâÿçàíà ñ ðàçëè÷íûìè
ôóíêöèÿìè êâàçèðàñïðåäåëåíèé, íàïðèìåð,W-ôóíêöèåéÂèãíåðà [4],P -ôóíêöèåé Ãëàóáåðà-
Ñóäàðøàíà [5, 6] è Q-ôóíêöèåé Õóñèìè-Êàíî [7].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû ÷åðåç

èíòåãðàë Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå:

T (ε, µ, η) = x
1

2π|η|

∣∣∣∣ ∫ ∫ ∫ D{x(t)} exp

[
iS(x2, x1) +

iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

]
ψ(x1) dx1dx2

∣∣∣∣2.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èñêàòü ïðåñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ýâîëþ-

öèîííîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà â êîíòèíóàëüíûõ èíòå-
ãðàëàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåíû êâàíòîâûå òîìîãðàììû ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Òàêæå ïîñòðîåíà òîìîãðàôè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî òîìîãðàôè÷å-

ñêèé ïðîïàãàòîð ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ, êîòîðîå àíàëîãè÷íî ðàçëîæåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà.
Ïîëó÷åíî áîðíîâñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû:

T (ε,µ,η)=
1

2π|η|

∣∣∣∣∫ exp
[ iµ
2η
x2

2−
iε

η
x2

]
ψ(x2)

(
P0(x2,x1)+P

(1)(x2,x1)+P
(2)(x2,x1)...

)
dx1dx2

∣∣∣∣2.
Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Òîìîãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè èñ-

ïîëüçóåò ëèíåéíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (q, p) | äåéñòâèå
ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû SP2(R):(

ε
σ

)
=

(
µ η
η′ µ′

)(
q
p

)
, (1)

ãäå q| êîîðäèíàòà, p| èìïóëüñ, à µ, µ′, η, η′| äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïðåîáðàçîâàíèå (1) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, ïîýòîìó îíî ñîõðàíÿåò íåâûðîæäåííûå êî-

ñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû: ñêîáêó Ïóàññîíà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå è êîììóòà-
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òîð â êâàíòîâîì. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàê äëÿ íîâûõ, òàê è äëÿ ñòàðûõ ïåðåìåííûõ
âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû:

δ

∫
(pdq −H(q, p)dt) = δ

∫
(σdε− H̄(ε, σ)dt) = 0, (2)

ãäå H̄(ε, σ)| ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1).
×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèå ìàòðèö ãðóïïû âðàùåíèÿ SO(R).

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà íåêîòîðûé äåéñòâè-
òåëüíûé óãîë. Â òàêîì ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ïðåâðàùàåòñÿ â ìàðãèíàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ãîìîäèííîé ïåðåìåííîé â êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ñõåìàõ òîìîãðàôèè [2].
Â îáùåì ñëó÷àå (1)|ýòî ïîâîðîòôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âçàèìíûììàñøòàáèðîâàíèåì

ïî îñÿì p è q. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà T (ε, µ, η) íàáëþäàåìîé ε êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò

ε̂ = µq̂ + ηp̂

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
T (ε, µ, η) = |Ψ(ε)|2 = |F̂ψ(x)|2, (3)

ãäå F̂ | ëèíåéíûé óíèòàðíûé îïåðàòîð.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèì ëèíåéíûì óíèòàðíûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð äðîáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

T (ε, µ, η) =
1

2π|η|

∣∣∣∣ ∫ ψ(x) exp

(
iµ

2η
x2 − iε

η
x

)
dx

∣∣∣∣2. (4)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû (4) ñëåäóåò, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîð-
ìèðîâàííóþ, ïîëîæèòåëüíóþ è îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ:∫

T (ε, µ, η) dε = 1, T (ε, µ, η) ≥ 0, T (ε, µ, η) = |λ| T (λε, ελµ, λη).

Ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ òîìîãðàìì óðàâíå-
íèå Ýéëåðà äëÿ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé

T (ε, µ, η) = −r∇T (ε, µ, η), (5)
r| ðàäèóñ-âåêòîð ðàññëîåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1).
Îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5):

Tf (ε, µ, η) =
1

|µ|
f

(
ε

µ
,
η

µ

)
,

ãäå f | ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (5), íàçûâàåòñÿ òîìîãðàììàìè Ôðåíåëÿ. Ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ òîìîãðàìì ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü
ðàññëîåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ òîìîãðàììà. Òàêèì îáðà-
çîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òîìîãðàììà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òðåõ ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâóåò
âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü åå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç äâå íîðìèðîâàííûå ïåðåìåííûå.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû

÷åðåç èíòåãðàë Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì. Ïðåäëîæåííûé äî ýòîãî ìåòîä êëàññè÷åñêîãî
ïðîïàãàòîðà [3] òðåáóåò çíàíèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì óñëîæíåíèåì, ïîñêîëüêó òàêîé ôîðìàëèçì ïðåäïîëàãàåò èçìåðåíèÿ êàê íà÷àëü-
íîãî, òàê è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Òåõíè÷åñêè, ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè [1,2], ýòî îçíà÷àåò àíñàìáëåâûå èçìåðåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèé è
àíñàìáëåâûå èçìåðåíèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðîé ìîäåëüíîé
âîëíîâîé ôóíêöèè è ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî îäíîêðàòíîå èçìåðåíèå.
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Ïóñòü ýâîëþöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

−1

2
∆ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) = i

∂

∂t
ψ(x, t), ψ(0, 0) = ψ0(x),

Âîëíîâûå ôóíêöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ ó÷åòîì ñòàíäàðòíîãî óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:∫
|ψ(x, t)|2dx = 1.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1 è t2 ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå:

ψ(x2, t2) =

∫
G(x2, x1, t2 − t1)ψ(x1, t1) dx1 (6)

ãäå G(x2, x1, t2 − t1)| ôóíêöèÿ Ãðèíà (ÿäðî) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
Ôèçè÷åñêè, ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç íà-

÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñâåëàñü ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (6), êîòîðîå ìîæåò áûòü
ðàçðåøåíî ÷èñëåííî, íàïðèìåð, êâàíòîâûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [8]: âàðèàöèîííûì èëè
äèôôóçèîííûì. Ïðèåì ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

G(x2, x1, t2 − t1) = 0 ∀t1 ≥ t2.

Â ðàáîòå Ôåéíìàíà [9] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ (x1, t1) â ñîñòîÿíèå
(x2, t2) ôóíêöèþ Ãðèíà (6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì:

G(x2, x1, t2 − t1) =

∫
Ω

exp[iS(x2, x1)]D[x(t)], (7)

ãäå S(x2, x1)| ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, ïîä D[x(t)] ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî êîí-
ôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó Ω ôóíêöèé x(t).
Íàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âôàçîâîìïðîñòðàíñòâå.

Ïîýòîìó áóäåìèñïîëüçîâàòü ãàìèëüòîíîâóôîðìóëèðîâêó èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì [10]|
èíòåãðàëû ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî çàäàí ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â îáùåì âèäå:

H =
p2

2
+ V (x).

Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (2) èíòåãðàë

I =

∫
{pẋ−H} dt

ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

I =

∫ (
pẋ− p2

2
− V (x)

)
dt =

N∑
j=1

(
pj∆xj −

p2
j

2
∆tj −

tj∫
tj−1

V (x)dt

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì:

pj∆xj −
p2

j

2
∆tj = −∆tj

2

(
pj −

∆xj

∆tj

)2

+
1

2

∆x2
j

∆tj
.

Ïóñòü

βj = pj −
∆xj

∆tj
.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë Ýéëåðà| Ïóàññîíà:
∞∫

−∞

exp

[
i

(
− ∆tj

2
β2

j

)]
d3βj =

(
− 2πi

∆tj

)3/2

.
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Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì (7) ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:∫
exp

[
i

∫
(pẋ−H)dt

]
d3p1 . . . d

3pNd
3x1 . . . d

3xN−1 =

=
N∏

j=1

(
− 2πi

∆tj

)3/2
∫

exp

(
i

2

N∑
j=1

∆x2
j

∆tj
−
∫ tj

tj−1

V (x) dt

)
d3x1 . . . d

3xN−1 =

=
N∏

j=1

(
− 2πi

∆tj

)3/2
∫

exp[iS(x)]d3x1 . . . d
3xN−1, D[x(t)] = lim

N→∞

N∏
j=1

(
− 2πi

∆tj

)3/2

d3xj.

Òîìîãðàôè÷åñêèé èíòåãðàë Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììîé è âîëíîâîé ôóíê-
öèåé. Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (6). Òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêóþ òîìî-
ãðàììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

T (ε, µ, η) =
1

2π|η|

∣∣∣∣∫ ∫ G(x2, x1, t2 − t1) exp

(
iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

)
ψ(x1) dx1dx2

∣∣∣∣2
Èëè ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ Ôåéíìàíà (7) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà:

T (ε, µ, η) =
1

2π|η|

∣∣∣∣∫ ∫ ∫ D{x(t)} exp

[
iS(x2, x1) +

iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

]
ψ(x1) dx1dx2

∣∣∣∣2. (8)

Óðàâíåíèå (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû. Ïîëó÷åííûé ðå-
çóëüòàò äèêòóåò ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì íåêîòîðîå
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäà÷è Êîøè | è çíàåì ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû, òî ðåçóëüòàò ãîìîäèííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ òîìî-
ãðàììû) â ýêñïåðèìåíòàõ òèïà [1, 2] âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óðàâíåíèå (8).
Óñëîâèå íîðìèðîâêè íà ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (8):

1

2π|η|

∫ ∣∣∣∣∫ ∫ ∫ D{x(t)} exp

[
iS(x2, x1) +

iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

]
ψ(x2) dx1dx2

∣∣∣∣2dε = 1.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü òîìîãðàôè÷åñêèì ïðîïàãà-
òîðîì, ñëåäóþùåãî òèïà:

P=

∫
D{x(t)}exp

[
iS(x2,x1)+

iµ

2η
x2

2−
iε

η
x2

]
dx1 =exp

[
iµ

2η
x2

2−
iε

η
x2

]∫
G(x2,x1,t)dx1.

Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå (8) èìååò ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó â òåðìèíàõ
òîìîãðàôè÷åñêîãî ïðîïàãàòîðà:

T (ε, µ, η) =
1

2π|η|

∣∣∣∣∫ P(ε, µ, η)ψ(x2) dx2

∣∣∣∣2.
Ðàññìîòðèìâîïðîñ îïðåäñòàâëåíèèðåøåíèÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ òîìîãðàììû

â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ôîêêåðà | Ïëàíêà äëÿ ðàçëè÷-
íûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà îáùåãî âèäà

Ĥ =
p̂2

2
+ V (q̂),

óðàâíåíèå Ôîêêåðà | Ïëàíêà:
∂T
∂t

= µ
∂T
∂η

+ i
[
− V

(
Iε
∂

∂µ
+
iη

2

∂

∂µ

)
+ V

(
Iε
∂

∂µ
− iη

2

∂

∂µ

)]
T , (9)

ãäå Iε | îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:
∂T
∂t

− µ
∂T
∂η

= 0.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
∂T
∂t

= µ
∂T
∂η

− η
∂T
∂µ

. (10)

Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
∂T
∂t

= µ
∂T
∂η

− ω2(t)η
∂T
∂µ

.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà|Ïëàí-
êà. Ïîýòîìó ôîðìóëà (8) ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ñ ó÷åòîì ñâÿçè ìåæäó
òîìîãðàììîé è âîëíîâîé ôóíêöèåé (3). Çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíå-
íèÿ ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü [11], ïîòîìó êàê ñóùåñòâóåò åãî òåñíàÿ ñâÿçü ñ ôîðìóëèðîâêîé
Ôåéíìàíà èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì è ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà.
Ïðè ïîìîùè óñòàíîâëåííîé ôîðìóëû (8), â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äàíî ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ Ôîêêåðà | Ïëàíêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ Ãðèíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

G(q2, q1, t) =
1√

2πi sin t
exp

(
i[(x2

1 + x2
2) cos t− 2x1x2]

2 sin t

)
.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà | Ïëàíêà

T (ε, µ, η) =
1

2π|η|

∣∣∣∣∣
∫
dx2 exp

(
iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

)∫
dx1ψ(x1)√

2πi sin t
×

× exp

(
i[(x2

1 + x2
2) cos t− 2x1x2]

2 sin t

)∣∣∣∣∣
2

.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü âîëíîâûå ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ðåøåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (ε, µ, η) =
2−n

n!
√
π(µ2 + η2)

exp

(
− ε2

µ2 + η2

)
H2

n

(
ε2

µ2 + η2

)
, (11)

ãäå H(x)| ïîëèíîìû Ýðìèòà.
Òîìîãðàììûîñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû:

T0(ε, µ, η) =
1√

π(µ2 + η2)
exp

(
− ε2

µ2 + η2

)
,

T1(ε, µ, η) =
2ε2

(µ2 + η2)
√
π(µ2 + η2)

exp

(
− ε2

µ2 + η2

)
.

Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ (10) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøå-
íèÿìè. Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû îòñ÷åòà òîìîãðàììû âûðîæäàþòñÿ â îáû÷íûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ÷òî âèäíî èç ðèñ. 1.ðèñ.1
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Ðèñ. 1. Òîìîãðàììû îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ

Òîìîãðàôè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, êàê ìîæíî îïè-
ñàòü ýâîëþöèþ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ òîìîãðàôè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî
òðàåêòîðèÿì (8). Ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî çàïèñàòü áîðíîâñêîå ðàçëîæåíèå òîìîãðàììû |
ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðûé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçåí ïðè ìàëûõ âîçìóùàþùèõ ïî-
òåíöèàëàõ.
Ïóñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (6). Ðàññìîòðèì òîìîãðàôè÷åñêèé

ïðîïàãàòîð âèäà

P =

[
iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

] ∫
G(x2, x1, t) dx1.

Ïðè÷åì, ïóñòü ïîòåíöèàë, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ôóíêöèè Ãðèíà, äîñòàòî÷íî ìàë. Áîëåå
ñòðîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò ïîòåíöèàëà âäîëü òðàåêòîðèè ìàë ïî
ñðàâíåíèþñ åäèíèöåé. Òîãäà ÷àñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷ëåíà, ñîäåðæàùàÿïîòåíöèàë, ìîæåò
áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä, îïðåäåëåííûé äëÿ íåêîòîðîé òðàåêòîðèè. Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü
ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà [9]:

G(x2, x1) = G0(x2, x1) +G(1)(x2, x1) +G(2)(x2, x1) . . . , (12)

ãäå ýëåìåíòû (12) îïðåäåëÿþòñÿ:

G0(x2, x1) =

x2∫
x1

exp

i t2∫
t1

p2

2
dt

D{x(t)};
G(1)(x2, x1) = −i

x2∫
x1

exp

i t2∫
t1

p2

2
dt

 t2∫
t1

V [x(s), s] dsD{x(t)};

G(2)(x2, x1) = −i
x2∫

x1

exp

i t2∫
t1

p2

2
dt

 t2∫
t1

V [x(s), s] ds

t2∫
t1

V [x(s′), s′] ds′ D{x(t)}.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, â ñèëó ñâîéñòâà àääåòèâíîñòè èíòåãðàëà, ìîæíî íàïèñàòü è
äëÿ òîìîãðàòîðà

P(x2, x1) = P0(x2, x1) + P(1)(x2, x1) + P(2)(x2, x1) . . . , (13)

ãäå ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

P(x2, x1) =

[
iµ

2η
x2

2 −
iε

η
x2

] ∫ (
G0(x2, x1) +G(1)(x2, x1) +G(2)(x2, x1) . . .

)
dx1.
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (13), ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå äëÿ òîìîãðàììû, àíàëîãè÷íîå
áîðíîâñêîìó ðàçëîæåíèþ âîëíîâîé ôóíêöèè:

T (ε,µ,η)=
1

2π|η|

∣∣∣∣∫ exp

[
iµ

2η
x2

2−
iε

η
x2

]
ψ(x2)

(
P0(x2,x1)+P(1)(x2,x1)+P(2)(x2,x1)...

)
dx1dx2

∣∣∣∣2.
Âûâîäû. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ

òîìîãðàìì ÷åðåç èíòåãðàëû Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (8), (9). Ïî-
êàçàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà
(10) â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðûé îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè ñâÿçè ìåæäó ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììîé è âîëíîâîé ôóíêöèåé, à òàêæå ìåòîäà
èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåíû òîìîãðàììû ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ Ãðèíà (12), ïîëó÷åí àíàëîã

ðàçëîæåíèÿ äëÿ òîìîãðàôè÷åñêîãî ïðîïàãàòîðà (13), à òàêæå ïîëó÷åíî áîðíîâñêîå ðàçëîæå-
íèå òîìîãðàììû. Ñëåäîâàòåëüíî ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêîé
òåîðèè âîçìóùåíèé.
Íàéäåííûé â äàííîé ðàáîòå òîìîãðàôè÷åñêèé èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì (8) çàêëàäûâàåò

îñíîâó äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â êâàíòîâîé
òîìîãðàôèè, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ êâàí-
òîâûõ ñèñòåì. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, ìîæåò
áûòü ïðèìåíåí âàðèàöèîííûé àëãîðèòì Ìîíòå-Êàðëî [8], êîòîðûé èìååò îãðîìíîå ïðåèìó-
ùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè.
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