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1.Введение.  Современный уровень развития силовой и микроэлектроники, 

информационных технологий, а также исполнительных приводов (в частности, создание 

высокомоментных электродвигателей с ранее не достижимыми массогабаритными 

характеристиками) вызывает все более широкое распространение управляемых 

механических и, особенно, мехатронных систем. Как известно, мехатронным является 

любое устройство, основная функция которого осуществляется за счет 

целенаправленного механического движения под  действием управления, формируемого 

на основе обработки в реальном времени текущей измерительной информации. 

В настоящее время для систем этого класса, имеющих в своем составе 

микроконтроллеры, оказывается возможной реализация в режиме реального времени 

алгоритмов управления практически любой сложности. Высокая конкуренция приводит 

к необходимости создания таких типов мехатронных систем, которые в наибольшей 

степени позволяли бы использовать особенности именно выбранного конкретного 

варианта устройства для уменьшения числа исполнительных устройств и сокращения 

объема необходимой для формирования управления измерительной информации, 

превращая эти особенности в преимущества перед другими возможными вариантами 

конструкций. 

Этим обусловлено то, что многие проблемы динамики сложных систем, исследование 

которых ранее могло представлять только абстрактно-теоретический интерес (таких, 

например, как общие задачи устойчивости и стабилизации стационарных движений 

неголономных систем), превратились в задачи актуальной технической практики 
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(например, задача стабилизации стационарного движения робота на твердых колесах с 

дифференциальным приводом).  

В этой связи особую актуальность приобретает рассмотрение свойств устойчивости 

исследуемых движений: именно устойчивость желаемого режима функционирования 

определяет работоспособность управляемой системы. Очевидно, что и для мехатронных 

систем (с самой совершенной структурой и аппаратным исполнением системы 

управления) изучение динамики механической составляющей системы, как ее 

важнейшей части совершенно необходимо.  

Таким образом, потребности современной технической практики приводят к 

необходимости создания теоретически строго обоснованных, эффективных и наиболее 

простых при практическом применении приемов для возможно более полного 

использования свойств собственных (без приложения дополнительных воздействий) 

движений (режимов работы) объекта. При этом в мехатронике, как и вообще в любой 

области науки и техники, объединяющей достижения разных направлений, достаточно 

часто оказывается, что существующий уровень развития того или иного направления не 

вполне достаточен для решения возникшей из запросов практики проблемы.  

    Именно так обстоит дело с исследованием систем с избыточными координатами. В 

то время, как проблемы математического описания динамики таких систем издавна 

привлекали внимание и составили предмет рассмотрения многих работ по аналитической 

механике, задачи устойчивости и стабилизации установившихся движений этого класса 

систем изучены недостаточно, несмотря на их не только большое теоретическое значение, 

но и обоснованную нуждами технической практики необходимость их строгого 

рассмотрения. 

 Ниже приводится краткий обзор результатов по аналитической механике систем с 

избыточными координатами и обосновываются преимущества (в применении к задачам 

устойчивости и стабилизации) используемого в данной работе способа получения 

уравнений движения таких систем.   

Обзор предшествующих результатов. Для исследования динамики механических 

систем традиционно используется наиболее универсальный формализм, основанный на 

введении обобщенных (независимых) координат. Но процедура выбора таких координат 

может оказаться далеко непростой задачей, т.к. в механике приходится рассматривать, в 

основном, не свободные системы, а системы с наложенными на них связями.   

Во многих актуальных технических задачах, в частности, управления многозвенными 

манипуляторами и другими мехатронными системами,  целесообразно [1-6] задавать 

конфигурацию механической системы параметрами mnqq +,,1  , взятыми в числе, 
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превосходящем необходимое  n - число степеней свободы системы. Тогда m из этих n+m 

параметров называются избыточными координатами. Между  n+m  параметрами 

mnn qqq +,,,,1   существуют   m   независимых соотношений (которые, вообще говоря, 

даже в практических задачах могут [7] содержать и время) 
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Исключение из этих выражений лишних зависимых координат во многих случаях 

приводит к громоздким формулам, особенно когда в уравнениях связей присутствуют 

тригонометрические функции ([2], с. 20-21). Зачастую это имеет место в задачах 

управления манипуляторами, например, когда объект, удерживаемый в схвате робота, 

перемещается по поверхности, описываемой уравнениями связи   ([7], с. 288).  

Использование избыточных координат  требует  дать другую постановку задач 

динамики [1-3]. Нельзя будет пользоваться уравнениями Лагранжа второго рода, так  как 

при их выводе предполагается введение  независимых обобщенных координат, вариации 

которых будут также независимы. Для рассматриваемых систем можно пользоваться 

уравнениями Лагранжа первого рода  в декартовых координатах или  уравнениями 

Лагранжа с множителями связей в избыточных криволинейных координатах [1-3] (в 

приложении к задачам управления манипуляционными роботами  - [7]). Общее число 

уравнений становится равным сумме числа  переменных и числа связей. 

Непосредственное интегрирование такой системы уравнений является достаточно 

сложной задачей. 

Если в исследованиях не предполагается определение реакций связей, то естественно 

возникает необходимость исключения неопределенных множителей из полученных 

уравнений. Такое исключение может быть выполнено различными методами [1-5]. 

В частности, предлагался ([3], с. 328-331) следующий подход к исключению 

множителей связей: уравнения геометрических связей предлагалось дифференцировать 

два раза и один раз – уравнения дифференциальных связей, а затем подставлять в эти 

условные уравнения ускорения как линейные функции множителей связи из уравнений 

движения. Множители находятся из полученной линейной алгебраической неоднородной 

системы уравнений. В [4] этот способ исключения множителей развивается 

применительно к новому классу задач.  Аналитические выражения для множителей 

впервые получены и исследованы А.М. Ляпуновым  [5] и Г.К. Сусловым [3].  

Исключение множителей связей возможно осуществить и при однократном 

дифференцировании уравнений геометрических связей [1, 2, 6]. Отметим, что такое 

использование продифференцированных геометрических (голономных) связей  для 
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исключения множителей связей предлагалось еще в [2] (с. 319-321). Однако широкого 

распространения этот подход не получил, возможно, потому, что этот метод излагался 

Лурье А.И. применительно к уравнениям Лагранжа с множителями для неголономных 

систем (систем с неинтегрируемыми дифференциальными связями), и просто отмечалось, 

что среди дифференциальных связей могли быть и интегрируемые.  

Методика, связанная с однократным дифференцированием геометрических связей и 

применением уравнений движения, получаемых из общих теорем динамики, 

отрабатывалась в [6].    

Гораздо более простой и эффективный для практического применения метод 

получения свободных от множителей связей уравнений движения систем с избыточными 

координатами разработан М.Ф. Шульгиным в [1]. В связи с тем, что [1] является 

библиографической редкостью, далее вывод уравнений движения систем с избыточными 

координатами в форме М.Ф. Шульгина будет изложен в соответствующем разделе. 

В данной статье разрабатывается методика использования такой формы уравнений 

движения применительно к задачам устойчивости и стабилизации положений равновесия 

систем с избыточными координатами.  

Выбор именно этого  подхода связан не только с простотой получения этих 

уравнений. Дело в том, что использование продифференцированных уравнений 

геометрических связей в задачах устойчивости неизбежно приводит к появлению у 

характеристического уравнения системы первого приближения нулевых корней в числе, 

не меньшем числа связей. Таким образом, устойчивость равновесий систем с 

избыточными координатами возможна только в критических случаях [8-10].  

Поэтому гораздо больше объективных оснований для такого выбора дает то 

обстоятельство, что именно используемая в данной работе форма уравнений движения 

допускает применение в этих задачах ранее полученных [11-13] результатов, основанных 

на теории критических случаев. Выполненные в этих работах исследования задач 

устойчивости и стабилизации неизолированных установившихся движений механических 

систем в ситуациях, когда число нулевых корней равно размерности соответствующего 

многообразия, основаны на начатом еще в [14] (ср. [15]) систематическом применении 

векторно-матричных уравнений возмущенного движения с выделенным первым 

приближением [16-21]. 

Особо нужно упомянуть о том, что во всех работах [11-14, 16-21] применение 

принципа сведения [8-10] теории критических случаев приводило ситуацию к особенному 

случаю и, соответственно, к заключению лишь о неасимптотической устойчивости по 

отношению ко всем переменным. При этом, согласно природе рассмотренных в 
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упомянутых работах задач, на начальные возмущения соответствующих нулевым корням 

переменных не накладывалось никаких условий.   

Разумеется, для систем с геометрическими связями можно было, имея в виду 

практически полное отсутствие результатов по систематическому исследованию 

устойчивости их движений, сняв условия, накладываемые связями на начальные 

возмущения, рассматривать более задачи об устойчивости равновесий в специальной 

постановке, сводящей такие задачи к уже исследованным в [11-14, 16-21] задачам. Именно 

такие исследования выполнены в [22-23].   Однако следует обратить внимание на то, что 

таким методом для систем с избыточными координатами могут быть получены только 

положительные заключения о неасимптотической устойчивости (поскольку при наличии 

безусловной устойчивости наложение любых связей на начальные возмущения не может 

привести к неустойчивости). Достаточные условия  асимптотической устойчивости на 

этом пути не могут быть получены в принципе.  

Необходимость выполненных в данной работе дополнительных  исследований по  

устойчивости равновесия систем с избыточными координатами была обусловлена не 

только незавершенностью чисто теоретического рассмотрения этой проблемы. Не 

меньшее значение для авторов имело следующее  обстоятельство. Одной из наиболее 

популярных во всем мире лабораторных установок для изучения теории и методов 

формирования управления в инженерном образовании является [24] система «шар и 

балка» (Ball and Beam) в различных конструктивных модификациях, в частности,  

GBB1005 Ball&Beam Educational Control System [25]. Система управления этой 

реальной мехатронной установки  обеспечивает асимптотическую по всем переменным 

устойчивость заданного положения равновесия шарика. При этом ни в одной из 

многочисленных (многие десятки) работ не было ни одного строго доказанного результата 

о такой устойчивости равновесия этой и аналогичных (таких, как Quanser Model SRV02 

and BB01)  систем (см., напр., [26, 27] с большим количеством библиографических 

ссылок).  

Несмотря на усилия многочисленных исследователей, изучение проблемы 

стабилизации в этой систем далеко от завершения.  Это связано с тем, что, как отмечено в 

[27], динамика этой системы характеризуется «высокой нелинейностью», система 

обладает «внутренней неустойчивостью».  Однако во всех работах при получении 

математической модели, так или иначе, без всякого обоснования используется 

линеаризация  сложной нелинейной геометрической связи. Поэтому используемые во всех 

опубликованных работах модели являются неточными, что имеет принципиальное 

значение, особенно при исследовании устойчивости. 
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Таким образом, несмотря на большое количество исследований, динамика системы 

Ball and Beam требует дальнейшего рассмотрения, в том числе и в отношении 

устойчивости. Как и любую систему со сложными геометрическими связями (которые не 

дают возможности исключения зависимых координат), гораздо выгоднее рассматривать 

эту систему, как систему с избыточными координатами, используя 

продифференцированные (линейные относительно скоростей!) уравнения связей. Но для 

такого рассмотрения возникла необходимость в анализе результатов по аналитической 

механике систем с избыточными координатами и систематическом исследовании их 

устойчивости, что  и является целью настоящей работы.  

В данной работе на основе выполненного анализа различных форм уравнений 

движения систем с геометрическими связями показано, что рассмотрение таких  систем, 

как систем с избыточными координатами, при использовании продифференцированных 

один раз уравнений связей и уравнений М.Ф. Шульгина позволяет достаточно просто 

получить точные математические модели. Тем самым создана общая  методология 

исследования устойчивости и стабилизации систем с геометрическими связями.  

В полной постановке рассмотрена задача об устойчивости равновесия систем с 

избыточными координатами.  

Впервые на основе теории критических случаев  доказана теорема об 

асимптотической устойчивости равновесия систем с избыточными координатами, если 

число нулевых корней характеристического уравнения равно числу связей, а 

действительные части остальных его корней отрицательны. 

Впервые установлено, что, несмотря на формальное сведение задачи к особенному 

случаю критического случая нулевых корней, число которых равно числу связей, 

многообразие  равновесий отсутствует из-за условий, накладываемых связями на 

начальные возмущения.  

Таким образом, учет ограничений, накладываемых связями на начальные 

возмущения,  дал новый результат: для равновесий систем с избыточными координатами 

доказана условная асимптотическая устойчивость в смысле классического определения 

Ляпунова.  

Выделены классы систем, в которых правильные заключения об устойчивости могут 

быть получены из рассмотрения упрощенной за счет учета только первого приближения 

уравнений связей задачи. 

Эффективность предлагаемого подхода в приложении к системам  с избыточными 

координатами подтверждена строгим рассмотрением задачи стабилизации до 

асимптотической устойчивости положения равновесия в реальном мехатронном стенде 
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GBB1005 Ball&Beam Educational Control System. При учете динамики электропривода 

доказана принципиальная разрешимость этой задачи.  

Отметим, что при необходимости для определения управляющих воздействий может 

быть использована процедура решения соответствующей линейно-квадратичной задачи 

стабилизации [28].  Имеется оригинальная программная реализация разрабатываемого 

метода [29],  апробированная на различных задачах устойчивости и стабилизации 

(например, в том числе, и для неголономных систем с избыточными координатами  [30]).  

 

2.Вывод уравнений М.Ф. Шульгина. Рассмотрим механическую систему  с n 

степенями свободы., конфигурация которой определяется параметрами mnqq +,,1  , 

взятыми в числе, превосходящем необходимое. Допустим, что между  n+m   параметрами   

mnn qqq +,,,,1   существуют   m   независимых соотношений (1), причем таких, что, как 

отмечалось выше, исключение из этих выражений лишних зависимых координат 

оказывается нецелесообразным. Пусть, кроме того, в исследованиях не предполагается 

определение реакций связей.  

Обсудим, какими способами предлагалось получать уравнения движения, не 

содержащие множителей связей и обоснуем выбор именно уравнений Шульгина, как 

наиболее подходящий для решения задач устойчивости и стабилизации движений систем 

с избыточными координатами. 

           

Если продифференцировать по времени уравнения геометрических связей, 

наложенных на систему с избыточными координатами, получим кинематические 

(голономные) связи в виде   
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                                                                (2) 

Геометрические связи (1) или связи (2) налагают на вариации координат следующие 

условия 
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, так как связи интегрируемы и представимы 

в виде (1). 
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Пусть ),,,,,( 11 mnmn qqqqT ++ 



  кинетическая энергия без учета связей, а sQ~  

(потенциальные и непотенциальные) силы, отнесенные к координатам sq . Тогда из 

принципа Даламбера-Лагранжа получим [1-3] уравнения движения системы с 

избыточными координатами с множителями связей 
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                                      (3) 

  

С другой стороны, допуская, исходя из (1), без ограничения общности, что в 

рассматриваемой области пространства                             

0
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                                                    (4) 

можем представить связи (2) в разрешенном относительно скоростей зависимых 

координат виде 

∑
=

+ ++==
n

j
jmnkjk mnnkqqqBq

1
1 ,1),,( 


                                       (5) 

Тогда из последних m уравнений (3) для множителей имеем выражения 
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λ  ,  

подставляя которые в уравнения для остальных координат, будем иметь не 

содержащие множителей связей уравнения в форме 
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             (6) 

 

В несколько ином виде аналогичные уравнения получены в [2] (с. 320-321).  

Хотя Лурье А.И. и предполагает разрешимость уравнений (2) относительно 

зависимых скоростей, он не записывает их в виде (5). Поэтому уравнения для множителей 

(7.10.8) и, соответственно, полученные Лурье А.И. уравнения движения (7.10.9) ([2] 

с. 320) без множителей имеют более сложный вид, чем вышеприведенные (6).  На этом 

этапе рассмотрение Лурье А.И. излагаемого метода заканчивается. 

Шульгин М.Ф. проводит дальнейшие преобразования уравнений (6), делающие 

использование получаемых при этом уравнений гораздо более простым, нежели (6). 
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 Исключим, следуя [1],   из ),,,,,( 11 mnmn qqqqT ++ 



  зависимые скорости с помощью 

уравнений связей (5). Обозначая полученное выражение кинетической энергии через  

),,,,,( 11 nmn qqqqT 



 +

∗ , сравнивая соответствующие производные от T  и ∗T и учитывая 

интегрируемость кинематических связей (2), получим уравнения движения системы в 

избыточных координатах М.Ф. Шульгина 
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           (7) 

           

Уравнения (7) не содержат множителей связей, и их число равно числу степеней 

свободы системы. Эти уравнения следует рассматривать совместно с уравнениями связей 

(5).  

Следует обратить особое внимание на следующее весьма важное, на наш взгляд, 

обстоятельство. Система уравнений (7),  может быть рассматриваться  как частный случай 

уравнений движения неголономных систем с однородными связями в форме Воронца, в 

предположении интегрируемости уравнений кинематических  связей (5), когда члены 

неголономности в уравнениях Воронца обращаются в нуль [1, 31, 32].  Отметим, что это 

позволяет применять к исследованию динамики систем с избыточными координатами все 

методы, разработанные для изучения динамики неголономных систем. Но, вместе с тем, 

кроме принципиально иной структуры (из-за отсутствия членов неголономности),  эти 

уравнения  имеют и другие особенности, которые требуют дальнейшего изучения и 

использования.   

Поэтому, прежде, чем переходить к векторно-матричным уравнениям, сначала в 

общем случае далее будут составлены скалярные  уравнения Шульгина с выделенным в 

окрестности исследуемого равновесия первым приближением. Особое внимание будет 

обращено на отличия их структуры от соответствующих уравнений как голономных, так и 

неголономных систем.  

3. Явный вид уравнений движения с избыточными координатами 

М.Ф. Шульгина в скалярной форме.  Первоначальная кинетическая энергия без учета 

связей (1), которая в общем случае равна  

)()()(
2
1

0012 qTqqAqqqATTTT ++=++= γγνγγν                                 (8) 

 после исключения зависимых скоростей с помощью (5) получит вид 

)()()()(
2
1

0120 qTTTqTqqdqqqaT ssss ++=++= ∗∗∗
 ρρ                           (9) 
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sssss BBABABAAqa σµρµσµµρµρµρρ +++=)(  ,    sss BAAqd µµ+=)(  

Здесь и далее по дважды повторяющимся индексам предполагается суммирование. 

Индексы меняются следующим образом: mnnknsjimn ++==+= ,1,;,1,,,;,1, µρνγ . 

Уравнения Шульгина (7) представим в явной форме: 
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                     (10) 

iiqBq  µµ =  

 

Здесь    )()()( 0 qTqqW −Π=   - измененная (приведенная ) потенциальная энергия, 

)(qΠ - потенциальная энергия,  через µQQi ,  теперь обозначены непотенциальные силы, 

соответствующие координатам µqqi,  при их избыточном введении. 

       Уравнения равновесия можно получить  из этих уравнений, полагая все 0=q  
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    При 0)(0 =qT  и отсутствии непотенциальных сил получим 
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µ
µ q
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q i
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Замечание 1. Отсюда следует, что положение равновесия при использовании 

избыточных координат может не быть стационарной точкой потенциальной энергии. 

Однако, если потенциальная энергия может быть выражена через независимые 

обобщенные координаты ),,( 1 nqq Π , то для нее при отсутствии непотенциальных 

позиционных сил все       ni
qi

,10 ==
∂
Π∂ . 

 Замечание 2. В общем случае при отсутствии непотенциальных позиционных сил 

положение равновесия определяется из уравнений для приведенной потенциальной 

энергии )(qW . Эти уравнения будут уравнениями относительного равновесия. Например, 
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при сложном  движении механической системы )(qTo  представляет собой кинетическую 

энергию переносного движения системы [2].  

Очевидно, уравнений (10) недостаточно для определения положений равновесия. К 

ним необходимо еще присоединить уравнения геометрических связей (1). 

4.Структура уравнений возмущенного движения.   Пусть  система допускает 

положение равновесия.  

 

00 , µµ qqqq ii ==                                                    (12) 

 

Введем возмущения, составим уравнения возмущенного движения и выделим в них 

первое приближение 
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              (13) 

Здесь ),,()2( yxxX i   нелинейные члены; верхний индекс в скобках означает порядок 

младших членов в разложении соответствующего выражения. Добавим к этим уравнениям 

уравнения дифференциальных связей с выделенным первым приближением  
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         (14) 

Если в системе (13), (14) провести линейную замену [31, 32] 

jkjkk xByz )0(−= ,                                                        (15) 

то уравнения связей примут вид 

kkjk xxBzxBz  ))0(,()1( += ,                                                    (16) 

Очевидно, переменным kz  соответствуют нулевые корни характеристического 

уравнения, т.к. справа в уравнениях (16) после замены (15) отсутствуют линейные члены.  

Уравнения (13) для простоты составлены без учета непотенциальных сил. Пусть 

теперь на систему, кроме потенциальных, действуют еще непотенциальные позиционные 
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силы и силы, зависящие от скоростей. Выделяя в них первое приближение и используя 

векторно-матричную форму записи,  будем иметь 

 


 ++++= µγµγµγµγγ qpqpqgqgQ jjjj  

 

Исключая из этих сил зависимые скорости, и, выполнив замену (15), для ненулевых 

корней характеристического уравнения системы первого приближения при действии 

непотенциальных сил получим 
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Замечание 3. Если среди корней характеристического уравнения (17) имеется хотя бы 

один с положительной действительной частью, положение равновесия будет неустойчиво, 

например, в случае, когда  

[ ] 0''det 4321 <+++++ PCBCBCBBCC B  

В последнем случае свободный член характеристического уравнения отрицателен и 

среди корней имеется хотя бы один с положительной действительной частью. 

Доказательство следует из теоремы Ляпунова о неустойчивости по первому 

приближению. 

5.Достаточное условие асимптотической устойчивости равновесия систем с 

избыточными координатами. В силу того, что полное характеристическое уравнение 

имеет вид 

                   

0]'')(det[ 4321
2 =+++++++Γ+ PCBCBCBBCCDA Bm λλλ                 (18) 

Устойчивость положений равновесия систем с избыточными координатами возможна 

лишь в критических случаях, когда число корней характеристического уравнения на 

мнимой оси не меньше числа геометрических связей. При этом вопрос об устойчивости  

(неасимптотической) формально, казалось бы, решается с помощью теоремы Ляпунова-
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Малкина [8-10] об устойчивости в особенном случае. Именно такие результаты получены 

в [21-23] при условии, что на начальные возмущения никаких условий (в том числе и 

геометрических связей) не наложено.  

Но, как известно, в особенных случаях исследуемые движения являются не 

изолированными, а располагаются на многообразиях соответствующих размерностей. 

Другими словами, в таких случаях, вообще говоря, при сколь угодно малом начальном 

возмущении система не может вернуться в исходное равновесие, а только в некоторое 

другое, отличное от невозмущенного. В то же время, очевидно, если геометрические связи 

независимы, равновесия таких систем с избыточными координатами являются 

изолированными (как например, в системе Ball&Beam при действии стабилизирующего 

управления). А такие равновесия могут быть при соответствующем расположении корней 

только асимптотически устойчивыми. Ни одного строго доказанного результата об 

асимптотической устойчивости равновесия систем с избыточными координатами до сих 

пор установлено не было.   

В данной работе в избыточных координатах ставится задача об устойчивости 

положения равновесия систем с геометрическими связями, находящихся под действием 

потенциальных и непотенциальных сил.  Впервые доказано, что для систем  с 

избыточными координатами, в отличие от неголономных систем, несмотря на формальное 

сведение задачи к особенному случаю, имеет место асимптотическая  устойчивость 

равновесия по отношению ко всем координатам и скоростям. Принципиальную роль в 

приводимом доказательстве играет проведенный строгий анализ условий на начальные 

возмущения, вытекающих из выполнения геометрических связей.  

Теорема. Для системы с геометрическими связями (1), находящейся под действием 

произвольных потенциальных и непотенциальных сил положение равновесия (12) 

устойчиво асимптотически, если действительные части  всех корней характеристического 

уравнения (17) системы первого приближения уравнений возмущенного движения 

отрицательны. 

Доказательство: Перейдем к векторно-матричным уравнениям возмущенного 

движения в нормальной форме, для чего введем обозначения 
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Запишем положение равновесия (12) в векторных переменных 

00 ; ssrr == ,                                                               (19) 

которое, естественно, удовлетворяет уравнению связей, так что  

0),( 00 =srF .                                                               (20) 

Введем возмущения 

;;; 010 yssxrxrr +==+=   

и составим уравнения возмущенного движения в окрестности положения равновесия (19), 

выделив в них первое приближение и приведя их к нормальной форме:  
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Здесь cba ,,  постоянные матрицы соответствующих размерностей, известным 

образом [11-14] выражающиеся через кинетическую энергию, действующие 

потенциальные и непотенциальные силы и матрицу коэффициентов в уравнениях связей. 

После неособенной линейной замены, приводящей уравнения к специальному виду 

Ляпунова теории критических случаев [8-10] 

),()0(;)0( 00 srBBxBzy =+=                                          (22) 

уравнение связи – последнее уравнение системы (21) получит форму 

))0(,(),(~;)),(~)0(()0( )1()1(
1

)1(
1 xBzxBzxBxzxBBxBzy +=+=+=   

или  

;),(~
1

)1( xzxBz =                                                   (23) 

Тогда система (21) примет вид 
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В задаче об устойчивости положения равновесия 
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;0;0;0 1 === zxx                                                 (25) 

этой системы, соответствующего в исходных переменных положению равновесия (19), 

имеет место критический случай m  нулевых корней, соответствующих переменной  z, 

если действительные части всех корней характеристического уравнения 

0
)0(

=
−−−

−
bEhBa

EE

n

nn

λ
λ

                                             (26) 

отрицательны. При таком расположении корней всегда  существует [8-10] нелинейная 

замена 

)(zux += ξ ,                                                         (27) 

исключающая свободно входящие критические переменные и сводящая этот критический 

случай к особенному случаю m  нулевых корней. При этом )(zu  определяется из 

уравнения 

0),0,(~))0(( )2(
1 =+++ zuXhzuhBa                                          (28) 

Таким образом, положение равновесия (25), согласно принципу сведения, оказывается, 

вообще говоря, не изолированным, а расположенным на многообразии                           

;0;;0 10 ==== xconstzzξ                                            (29) 

и возмущенное движение асимптотически стремится к положению равновесия 

;0);~(;~
1 === xzuxzz                                                  (30) 

При этом, согласно общей теории критических случаев, вообще говоря, 

00 ≠== constzz . Поэтому формальное применение теории особенных случаев, без 

подробного анализа условий, налагаемых связями на возмущения переменной z , 

гарантирует, как минимум, неасимптотическую [8-10, 33] устойчивость положения 

равновесия (25). 

Исследуем вопрос о том, может ли переменная z быть отличной от нуля. Согласно 

уравнению связей, начальные возмущения ∗∗ yx , должны удовлетворять условию 

0),( 00 =∗+∗+ ysxrF                                                      (31) 

Разлагая левую часть (31) в ряд в окрестности точки (25) и выделяя члены первого 

порядка, получаем 
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откуда, приравнивая нулю члены первого порядка, имеем в силу (4)  
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С другой стороны, согласно соотношениям (22) и (5’), для начальных возмущений 

получаем 
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Отсюда, в силу (32), следует, что для того, чтобы начальные возмущения исходных 

переменных удовлетворяли связям, для начальных возмущений переменной z возможно 

только значение 

0=∗z                                                                 (33) 

Более того, переменная z должна оставаться тождественно равной нулю и во все 

время движения, если оно происходит в области, где выполнено условие (4). Так как, 

согласно ранее доказанному, положение равновесия (25) устойчиво, по крайней мере, 

неасимптотически, изображающая точка во все время движения остается в малой 

окрестности равновесия (25), причем во все время движения связи должны выполняться. 

Если предположить, что существует такой момент времени ∗t  , что находящийся в силу 

устойчивости в локальной окрестности равновесия (25) вектор 0)( ≠∗tz , то в силу связей 

(1),  должно быть выполнено условие 
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Приравнивая нулю члены первого порядка и учитывая (20) и то, что 
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Вследствие условия (4) определитель матрицы коэффициентов этой системы 

линейных однородных алгебраических соотношений между компонентами вектора 

)( ∗tz отличен от нуля. В таком случае система линейных уравнений (34) относительно 

)( ∗tz  имеет только нулевое решение. Таким образом, доказано, что переменная 0)( ≡tz . 

Вследствие этого многообразие (30) вырождается в точку           ;0;;0 1 === xxz  

Отсюда следует асимптотическая устойчивость положения равновесия (25), если 

действительные части всех корней уравнения (26) отрицательны. Изложенные выше 

результаты частично докладывались на конференциях [34, 35]. 
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6.Пример применения предлагаемой методики. Стабилизация равновесия системы 

GBB1005 Ball&Beam Educational Control System («Шар и желоб») [24]. 

 

Ball & Beam – достаточно универсальный инструмент для изучения динамики 

нелинейных управляемых объектов. В этой системе электропривод за счет наклона 

желоба может перекатить шарик в любое наперед заданное положение на желобе и 

стабилизировать  это равновесие. Управление реализовано в виде обратной связи по 

информации о положении )(tr  шарика на желобе, и угле поворота колеса )(tθ .  

 

 
 

Шарик может катиться без проскальзывания свободно по всей длине желоба. Желоб 

присоединен к неподвижной поддерживающей стойке с одной стороны, и к подвижному 

рычагу с другой. При 0=α и 0=θ ,  рычаг АВ вертикален. Движение  рычага 

управляется двигателем постоянного тока.  

Для механической части системы, включающей шар и ротор двигателя с редуктором, 

кинетическая и потенциальная энергии имеют вид  
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R - радиус шара  ; m - его масса; J - момент инерции шара; 0J - - момент инерции всей 

системы, приведённый к двигателю. Здесь, в отличие от [25], за полную угловую скорость 

шарика вокруг центра масс принято выражение α


−
R
r . 
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Замечание 4. Принятые в данной работе выражения для T  и Π  будут справедливы в 

предположении 1<<r
R   (когда для рассматриваемого положения равновесия Rr >>0 ). 

В более строгой постановке, вообще говоря, надо учесть, что расстояние ОС от начала 

координат О до центра шара С  и расстояние ОР от начала координат до точки Р 

соприкосновения шара с желобом связаны соотношением 222 ROPOC +=   и выражения 

для кинетической и потенциальной энергий определяются тем, что именно принято в 

качестве обобщенной координаты r  - величины  ОС или ОР. И в том, и в другом случае 

более точные выражения для T  и Π  будут отличаться от принятых в данном 

рассмотрении. 

     

6.1.Упрощенное моделирование с учетом линейной связи.  Для описания механической 

части системы Ball&Beam практически во всех работах вводятся три координаты, одна из 

них  является избыточной (лишней). Будем в этом разделе считать, как и в [24-27], что 

уравнение связи имеет вид  θα
L
d

≈ , L - длина желоба, d -  радиус колеса. Рассмотрение 

только первого приближения в уравнении связи здесь оказывается достаточным, 

поскольку, как будет показано далее, заключение об устойчивости получается, по 

существу по первому приближению,  на основании  анализа расположения корней 

характеристического уравнения.   

         Для построения замкнутой системы уравнений системы необходимо добавить  

уравнение Кирхгофа, описывающего динамику коллекторного двигателя постоянного 

тока с независимым возбуждением, первое приближение которого можно представить в 

виде 

vaa
a

a eK
dt
dKiR

dt
diL 13 =++

θ ;     
dt
dKeb
θ

3=  

ve  - напряжение на выходе усилителя, подающего питание на якорную обмотку 

двигателя;  be - напряжение противо-ЭДС ;  3K  - постоянная двигателя ; aL  - 

индуктивность обмотки якоря; aR - его сопротивление ; 1K - коэффициент преобразователя 

питания. Отметим, что здесь, в отличие от [24, 26, 27], не будем пренебрегать первым 

членом в этом уравнении, то есть будем учитывать влияние индуктивности якорной 

обмотки на динамику электропривода. 
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Исключая с помощью приближенного уравнения связи и избыточную координату α ,  

и ее скорость, будем иметь систему с обобщенными координатами, для которой составим 

уравнения Лагранжа  
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0b - коэффициент сопротивления вращению, приведенный к двигателю; 2K -

электромеханическая постоянная двигателя. В таком случае при 00 ≠r  система уравнений 

допускает равновесие: 

00 ≠r ; 
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     Полученные уравнения и допускаемое ими равновесие отличаются от уравнений 

(Equation 3-2, 3-6, 3-7) в [25] не только из-за уточненного выражения угловой скорости 

шарика. Отметим, что в  [25], кроме того,  уравнения движения составлены неправильно 

вследствие того, что приближенное уравнение связи учтено не при составлении функции 

Лагранжа, а после ее дифференцирования – т.е. по существу, после получения уравнения 

Лагранжа второго рода для r (хотя α зависимая координата).   

       Введём следующие обозначения ( 54321 ,,,, xxxxx - возмущения,   u - дополнительное 

напряжение на якоре двигателя, обеспечивающее стабилизацию заданного равновесия 

00 ≠r ). 

}ueexiixxxrxrr vvaa +=+==+==+= 0
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                         (36) 

Система первого приближения уравнений возмущенного движения системы с двумя 

обобщенными координатами получит форму 
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            (37) 

http://technomag.bmstu.ru/doc/541146.html


10.7463/0313.0541146  366 

Замечание 5.Обратим внимание на то, что здесь за управление выбран не механический 

момент, действующий со стороны двигателя, как в [24-27], а напряжение, за счет которого 

в соответствии с законом Кирхгофа меняется создающий этот момент ток. Поэтому 

последнее уравнение системы (37) можно рассматривать, как динамический регулятор по 

терминологии  [36]. Другими словами, в данной работе, по сравнению с регуляторами, 

предлагаемыми в [24-27], совершается, по существу, переход к системе непрямого 

управления, что, как известно, существенно расширяет возможности системы управления. 

 Нетрудно проверить, что для системы (37)  выполнено условие управляемости – 

достаточное условие разрешимости методом [28] линейно-квадратичной задачи 

стабилизации равновесия (35) до асимптотической устойчивости по первому 

приближению. При практическом решении, которое в данной работе не приведено, в 

качестве подынтегральной функции в критерии качества удобно взять [28] квадратичную 

форму 

22
5

2
4

2
3

2
2

2
1 uxxxxx +++++  

Численное определение коэффициентов стабилизирующего управления, при заданных 

значениях параметров конкретной системы может быть выполнено с применением [29].  

При действии найденного таким способом управления обеспечивается асимптотическая  

устойчивость заданного равновесия рассматриваемой в этом разделе упрощенной модели 

системы Ball&Beam. Однако, как будет показано далее, определенное из упрощенной 

модели управление решает задачу и в полной постановке, когда строго строится модель 

системы с нелинейной геометрической связью.   

6.2.Точное моделирование системы Ball&Beam.  Проведем теперь строгое рассмотрение 

задачи с использованием аналитической механики систем с избыточными координатами и 

доказанной в настоящей работе теоремы об асимптотической устойчивости. В 

действительности вместо приближенной линейной связи θα
L
d

≈  имеет место следующая 

нелинейная связь (l длина стержня, соединяющего желоб и колесо): 

( ) ( ) 222 lyyxx BABA =−+−  или  ( ) ( )( ) ( ) 222 sinsincos11cos ldlLdL =−++−+− θαθα , 

 Дифференцируя  эту связь по времени, получим 
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Кинетическая энергия после исключения зависимой скорости   будет иметь вид 
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1 2
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Запишем уравнения Шульгина (7) для координат r,  данной системы с избыточной 

координатой 
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Первое приближение этих двух уравнений получит форму (здесь 660 xx =+= αα ) 
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Добавляя к этим уравнениям первое приближение уравнения связей 

36 )0( xBx  = , 

проведем в полученной системе замену (22) 

336 )0( xL
dzxBzx +=+=

 

После чего первое приближение уравнения связи примет вид 

0=z  

Тогда в характеристическом уравнении полученной системы выделяется нулевой корень, 

соответствующий переменной z , уравнение для определения остальных корней  после 

замены (22) полностью совпадает с характеристическим уравнением системы (37), 

поскольку в рассматриваемом примере  

0,)0(
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Управление, разрешающее задачу стабилизации до асимптотической устойчивости 

положения равновесия (35) системы (37), обеспечивает асимптотическую устойчивость 

равновесия 
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системы с избыточной координатой α . Справедливость такого утверждения следует из 

доказанной выше теоремы, поскольку действительные части всех корней (кроме одного 

нулевого) характеристического уравнения системы (38), замкнутой определенным из 

решения линейно-квадратичной задачи стабилизации системы (37) управлением, 

отрицательны. Обратим внимание на то, что введение в управление дополнительного 

линейного по переменной 6x (или по z после замены) члена обеспечить асимптотическую 

по первому приближению устойчивость  не может, поскольку по этой переменной 

управляемости нет.  

          Таким образом, вопрос об устойчивости положений равновесия этой системы 

Ball&Beam с геометрической связью может быть полностью решен следующим образом: 

1. В уравнениях связи в окрестности рассматриваемого равновесия выделяется первое 

приближение и с помощью этих соотношений зависимые координаты (а с помощью 

продифференцированного первого приближения уравнений связей  - и их скорости) 

исключаются из рассмотрения.  

2. Для полученной этим способом системы с обобщенными координатами с 

использованием уравнений Лагранжа второго рода составляются уравнения 

возмущенного движения. Рассмотрение задачи об устойчивости равновесия такой 

упрощенной системы в рассматриваемом примере в случае, когда действительные части 

всех корней характеристического уравнения системы первого приближения 

отрицательны, полностью решает вопрос об асимптотической устойчивости 

рассматриваемого равновесия исходной  системы с избыточной координатой. 

Замечание 6.  Такой подход при действии только потенциальных сил может быть 

использован лишь при условии 0=BC в уравнении (17) (что возможно, в частности, при 

отсутствии линейных членов в приведенной потенциальной энергии). При действии по 

избыточным координатам еще и непотенциальных сил линейные по координатам члены в 

уравнениях возмущенного движения могут появиться из произведений µµ QB i , если в 

непотенциальных силах есть постоянные составляющие, и, кроме того, 0
0

≠







∂
∂

q
B .  

        В общем же случае линейные члены уравнений возмущенного движения, получаемые 

при учете только первого приближения геометрических связей, существенно отличаются 
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от соответствующих членов, получаемых из точной модели. Необходимо пользоваться 

уравнениями Шульгина в избыточных координатах и уравнениями связей в  

дифференциальной форме. При этом в задаче об устойчивости положений равновесия 

систем с избыточными координатами, несмотря на формальное сведение к особенному 

случаю критического случая нулевых корней в количестве, равном числу геометрических 

связей, нет многообразия положений равновесия и, соответственно, имеет место 

асимптотическая устойчивость. Изолированность исследуемого равновесия 

обеспечивается условиями, накладываемыми связями как на начальные возмущения, так и 

вообще на координаты системы в любой момент времени.  

  Заключение. В данной работе в избыточных координатах ставится задача об 

устойчивости положения равновесия систем с геометрическими связями, находящихся 

под действием потенциальных и непотенциальных сил.   

Впервые доказано, что для систем  с избыточными координатами, в отличие от 

неголономных систем, несмотря на формальное сведение задачи методами теории 

критических случаев к особенному случаю, имеет место асимптотическая  устойчивость 

равновесия по отношению ко всем координатам и скоростям, если число нулевых корней 

характеристического уравнения равно числу связей, а действительные части остальных 

его корней отрицательны..  

Принципиальную роль в приводимом доказательстве играет проведенный строгий 

анализ условий на начальные возмущения, вытекающих из выполнения геометрических 

связей. Таким образом, установлено, что при таком расположении корней многообразия 

равновесий нет и имеет место условная асимптотическая устойчивость. 

Определены условия, при которых условия асимптотической устойчивости равновесия 

могут быть найдены при переходе к упрощенной системе за счет исключения из 

рассмотрения зависимых координат и их скоростей путем учета первого приближения 

уравнений геометрических связей. 

Тем самым создана общая  методология исследования устойчивости и стабилизации 

систем с избыточными координатами. 

Эффективность разработанного метода показана на примере строгого решения задачи 

о стабилизации равновесия в системе Ball&Beam линейным управлением, определенным 

решением методом Н.Н. Красовского линейно-квадратичной задачи стабилизации. 

       В заключение авторы выражают благодарность участникам семинара механико-

математического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова “Динамика относительного 

движения” (рук. чл.-корр. РАН, проф. В.В. Белецкий, проф. Ю.Ф. Голубев) за полезные 

замечания и обсуждение постановки задачи и результатов работы. 
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For mechanical systems with geometric constraints application of the Shulgin method for 

obtaining motion equations without joining factors, which is based on a simple derivation of 
constraint equations, is considered in this article. Obtained motion equations for holonomic 
system in redundant coordinates are a special case of the Voronetz equations for non-holonomic 
systems in case of integrable constraints. The method for using these equations is developed for 
stability and stabilization problems of the equilibrium position of systems with redundant 
coordinates. The proposed approach allows to use previously obtained results based on the 
theory of critical cases. The problem of non-asymptotic stability was tackled by reducing it to the 
Lyapunov-Malkin theorem of stability for a special case of several zero roots. In this paper, the 
authors prove that consideration of constraints on initial perturbations asymptotically stabilizes 
the equilibrium state despite formal reduction to a special case, if the number of zero roots of the 
characteristic equation is equal to the number of constraints and real parts of other roots are 
negative. Efficiency of this approach was verified by investigating the stabilization problem of 
the equilibrium state for real mechatronic workbench GBB1005 Ball&Beam Educational Control 
System. 
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