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1. Ââåäåíèå

Ïðè ïëàíèðîâàíèè òðàåêòîðèé ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ïðàêòèêóþò èñïîëüçîâàíèå øå-
ñòèìåðíîé ìîäåëè äâèæåíèÿ [1, 2, 3, 4], â êîòîðîé ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

H | âûñîòà (êîîðäèíàòà âäîëü îñè Oy çåìíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò);
L| äàëüíîñòü (êîîðäèíàòà âäîëü îñè Ox çåìíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò);
Z | áîêîâîå îòêëîíåíèå (êîîðäèíàòà âäîëü îñè Oz çåìíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò);
V | ìîäóëü ñêîðîñòè;
ϑ| óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè;
ψ| óãîë êóðñà, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ äâèæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíå-
íèÿìè: 

V̇ = (nx − sinϑ)g, Ḣ = V sinϑ,

ϑ̇ =
(ny cos γ − cosϑ)g

V
, L̇ = V cosϑ cosψ,

ψ̇ = −nyg sin γ

V cosϑ
, Ż = −V cosϑ sinψ.

(1)

Â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè ïàðàìåòðû nx (ïðîäîëüíàÿ ïåðåãðóçêà), ny (ïîïåðå÷íàÿ ïåðå-
ãðóçêà), γ (óãîë íàêëîíà âåêòîðà ïåðåãðóçêè) ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè.
Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñòàâèòñÿ òåðìèíàëüíàÿ çàäà÷à, ñîñòîÿùàÿ â âûáîðå

òàêîãî óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ëåòàòåëüíûé àïïàðàò èç îäíîãî (íà÷àëüíîãî) ñîñòîÿíèÿ

H0, L0, Z0, V0, ϑ0, ψ0,
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ïåðåõîäèò â äðóãîå (êîíå÷íîå) ñîñòîÿíèå

H∗, L∗, Z∗, V∗, ϑ∗, ψ∗.

Êðîìå òîãî, çàäàíû íà÷àëüíûå nx0, ny0, γ0 è êîíå÷íûå nx∗, ny∗, γ∗ çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé.
Ïðè çàäàííîì âðåìåíè äâèæåíèÿ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ

êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè [3]. Ïîñëå çàìåíû óïðàâëåíèé

v1 = nx, v2 = ny cos γ, v3 = ny sin γ (2)

ñèñòåìà (1) ñòàíîâèòñÿ àôôèííîé, îíà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, êîòîðûé ìîæíî
çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r̈ = g(A+Bv), (3)

ãäå

r =

H

L

Z

, v =

 v1

v2

v3

, A=

−1

0

0

, B =

 sinϑ cosϑ 0

cosϑ cosψ − sinϑ cosψ sinψ

− cosϑ sinψ sinϑ sinψ cosψ

 ,

à g | óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ýëåìåíòû ìàòðèöû B ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ Ḣ , L̇, Ż).
Ñîãëàñíî êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñëåäóåò âûáðàòü òðàåêòîðèþ r(t) äâèæå-

íèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (íàïðèìåð â
êëàññå ïîëèíîìîâ îò âðåìåíè), à çàòåì äëÿ âûáðàííîé òðàåêòîðèè ðàññ÷èòàòü óïðàâëåíèå â
ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè [5].
Åñëè âðåìÿ äâèæåíèÿ íå çàäàíî, òî òåðìèíàëüíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü, âûáðàâ òî èëè

èíîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîãî âàðèàíòà òåðìèíàëüíîé çàäà÷è ïðåäëîæåí ìåòîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â çàìåíå
íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî (âðåìåíè) äðóãèì ïàðàìåòðîì | íîðìèðîâàííîé ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèåé [6, 7]

E = H +
V 2

2g
.

Ïðè ýòîé çàìåíå, à òàêæå ïðè çàìåíå óïðàâëåíèé (2) ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê
ñëåäóþùåìó âèäó: 

V ′ =
(v1 − sinϑ)g

V v1

, H ′ =
sinϑ

v1

,

ϑ′ =
(v2 − cosϑ)g

V 2v1

, L′ =
cosϑ cosψ

v1

,

ψ′ = − v3g

V 2v1 cosϑ
, Z ′ = −cosϑ sinψ

v1

,

(4)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî E.
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Â ñèñòåìå (4) èçâåñòåí äèàïàçîí èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ïîñêîëüêó èç-
âåñòíû íà÷àëüíîå E0 è êîíå÷íîå E∗ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé E. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òåðìè-
íàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
H , L, Z è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî E. Èç ýòèõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûòåêàþò ïàðû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñâÿçè, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåííûõH , L, Z ïîE. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî â êëàññå
ïîëèíîìîâ îò ýíåðãèè ïÿòîé ñòåïåíè [6, 7].
Ê ñîæàëåíèþ, óêàçàííûé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äâèæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ñî-

ïðîâîæäàåòñÿ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè âî âðåìåíè. Äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ òðàåêòîðèè ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà-
÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ

nx0 sign(E∗ − E0) > 0, nx∗ sign(E∗ − E0) > 0, (5)

ãäå

E0 = H0 +
V 2

0

2g
, E∗ = H∗ +

V 2
∗

2g
|

íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ óêàçàííûé
ìåòîä íåïðèìåíèì.
Â äàííîé ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ ñïîñîáû ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ñ íåìîíîòîííûì èçìå-

íåíèåì ýíåðãèè, êîòîðûå òåì íå ìåíåå îñíîâàíû íà ýíåðãåòè÷åñêîì ìåòîäå.
Â ðàçä. 2 è 3 îáñóæäàþòñÿ ìàíåâðû, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ â íà÷àëå è êîíöå òðà-

åêòîðèè ñ öåëüþ ïðåîäîëåíèÿ íàðóøåííûõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ. Â ðàçä. 4 îáñóæäàþòñÿ
ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì äîïîëíèòåëüíûõ îïîðíûõ òî÷åê.

2. Íà÷àëüíûé ïåðåõîäíûé ìàíåâð

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïëàíèðîâàíèþ òðàåêòîðèé ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïðè íàðóøåíèè
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè â íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé òî÷êå êðàòêîâðåìåí-
íîãîìàíåâðà, öåëü êîòîðîãî|èçìåíåíèå çíàêà ïðîäîëüíîé ïåðåãðóçêè. Êðàòêîâðåìåííîñòü
ìàíåâðà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåëè÷èíà ïðîäîëüíîé ïåðåãðóçêè â íà÷àëüíîé
(êîíå÷íîé) òî÷êå íåâåëèêà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íîâîé íà÷àëüíîé
(êîíå÷íîé) òî÷êè èçìåíåíèå ýíåðãèè íà èíòåðâàëå äâèæåíèÿ áóäåò èìåòü òîò æå çíàê, ÷òî
è äëÿ èñõîäíîé íà÷àëüíîé (êîíå÷íîé) òî÷êè, ò.å. â íîâîé òî÷êå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ áóäåò
âûïîëíåíî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàðóøåíî ïåðâîå íåðàâåíñòâî (5). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

x0 = (H0, L0, Z0, V0, ϑ0, ψ0)
ò| íà÷àëüíàÿ òî÷êà ôàçîâîé òðàåêòîðèè;

x∗ = (H∗, L∗, Z∗, V∗, ϑ∗, ψ∗)
ò| êîíå÷íàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè.

Çàäàäèì íåêîòîðóþ âåëè÷èíó Tп èíòåðâàëà âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ðåæèìà, êîòîðûé äîë-
æåí áûòü áîëüøå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, íî â òî æå âðåìÿ äîëæåí áûòü îòíîñèòåëüíî ìàë.
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå v10 óïðàâëåíèÿ v1 â íà÷àëüíîé òî÷êå x0 ìàëî: |v10| < δ. Ñî-
ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, çíà÷åíèå v10 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ ïî ýíåðãèè äëÿ
ïàðû òî÷åê x0 è x∗, íî ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò çíà÷åíèå −v10. Ðåàëèçóåì äâèæåíèå
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà çà ïåðèîä âðåìåíè Tп ñ ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì

v1 = v10 − 2
v10

Tп
t, v2 = v20, v3 = v30, t ∈ [0, Tп].

Ïî îêîí÷àíèè äâèæåíèÿ ïðîäîëüíàÿ ïåðåãðóçêà v1 ïðèìåò çíà÷åíèå −v10, à ëåòàòåëüíûé
àïïàðàò ïåðåìåñòèòñÿ â òî÷êó xs, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê òî÷êå x0. Ñ ó÷åòîì áëèçîñòè òî÷åê
x0 è xs ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû E∗ − E0 è E∗ − Es, ãäå Es | çíà÷åíèå ýíåðãèè â
òî÷êå xs, èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Åñëè âòîðîå íåðàâåíñòâî (5) âûïîëíåíî, òî ïàðà òî÷åê
xs, x∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ, è äëÿ ýòîé ïàðû ìîæíî ñòðîèòü òðàåêòîðèþ ñ
ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè.

Îïèñàííûé ìàíåâð íàçîâåì íà÷àëüíûì ïåðåõîäíûì ìàíåâðîì.

3. Êîíå÷íûé ïåðåõîäíûé ìàíåâð

Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íàðóøåíû â êîíå÷íîé òî÷êå x∗ ïëàíèðóåìîé òðàåê-
òîðèè. Åñëè çíà÷åíèånx∗ = v1∗ â òî÷êåx∗ ìàëî, òîìîæíîèñïîëüçîâàòü êîíå÷íûé ïåðåõîäíûé
ìàíåâð, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî òðàåêòîðèÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ïðîêëàäûâàåòñÿ íå â
êîíå÷íóþ òî÷êó x∗, à â áëèçêóþ ê íåé òî÷êó xf , à çàòåì ðåàëèçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ðåæèì
ïîëåòà èç òî÷êè xf â òî÷êó x∗.

Â òî÷êå x∗ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû èçâåñòíû ïîëîæåíèå r∗ = (H∗, L∗, Z∗)
ò

ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â ïðîñòðàíñòâå, ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ V ∗ =
(
Ḣ∗, L̇∗, Ż∗

)ò
, õàðàê-

òåðèçóåìàÿ ìîäóëåì V∗ è óãëàìè îðèåíòàöèè ϑ∗ è ψ∗, à òàêæå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé v1∗,
v2∗, v3∗, êîòîðûå îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ Ḧ∗, L̈∗, Z̈∗. Óñòàíîâèâ âðåìÿ
ñïåöèàëüíîãî ðåæèìà Tп, ðàññ÷èòàåì òàêîå äâèæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íà èíòåðâàëå
âðåìåíè [−Tп, 0], äëÿ êîòîðîãî òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, ïðè÷åì â íà÷àëüíîé òî÷êå xf

ýòîãî äâèæåíèÿ óïðàâëåíèå v1 èìååò çàäàííîå çíà÷åíèå v1f . Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ v2f è v3f óïðàâëåíèé v2 è v3 òàêæå èçâåñòíû, ïðè÷åì
v2f = v2∗ è v3f = v3∗.

Òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ìîæíî çàäàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé
ñòåïåíè:

r(t) = r∗ + ṙ∗t+
r̈∗

2
t2 +

k

6
t3, t ∈ [−Tп, 0], (6)

ãäå ṙ∗, r̈∗ | ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå âåêòîð-ôóíêöèè r(t) = (H(t), L(t), Z(t))
ò â êî-

íå÷íîé òî÷êå t = 0, à k | âåêòîð íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå ñëåäóåò îïðåäå-
ëèòü èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè t = −Tп âåêòîð ïåðåãðóçîê vf = (v1f , v2f , v3f )

ò èçâåñòåí.
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Âû÷èñëÿåì ìàòðèöû A è B ïðåäñòàâëåíèÿ (3) â êîíå÷íîé òî÷êå:

A =

−1

0

0

, B∗ =

 sinϑ∗ cosϑ∗ 0

cosϑ∗ cosψ∗ − sinϑ∗ cosψ∗ sinψ∗

− cosϑ∗ sinψ∗ sinϑ∗ sinψ∗ cosψ∗

 .

Ñ ïîìîùüþ íèõ íàõîäèì:

ṙ∗ = V∗

B11∗

B21∗

B31∗

, r̈∗ = g(A+B∗v∗).

Èç óðàâíåíèÿ (6) âûòåêàåò, ÷òî r̈(t) = r̈∗ + kt. Ñëåäîâàòåëüíî, â íà÷àëüíîé òî÷êå xf

èìååì r̈f = r̈(−Tп) = r̈∗ − kTп. ×åðåç çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé vf óñêîðåíèå r̈f âûðàæàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3):

r̈f = g(A+Bfvf ),

ãäå ìàòðèöà Bf | ýòî ìàòðèöà B, âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå xf . Ìàòðèöà Bf åñòü ôóíêöèÿ
ïàðàìåòðîâ Vf , ϑf , ψf , êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà ṙf è
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà k, ò.å. Bf = Bf (k). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå, êîòîðîìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðíûé ïàðàìåòð k:

g(A+Bf (k)vf ) = r̈∗ − kTп,

èëè
k =

r̈∗ − g(A+Bf (k)vf )

Tп
. (7)

Óðàâíåíèå (7) íåëèíåéíîå è ìîæåò áûòü ðåøåíî ëèøü ÷èñëåííî. Îíî ïðåäñòàâëåíî â
âèäå, óäîáíîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, ò.å. ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

kj+1 =
r̈∗ − g(A+Bf (kj)vf )

Tп
.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ åñòåñòâåííî âûáðàòü k = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ, íàïðèìåð, ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïîëåòå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

k1 =
r̈∗ − g(A+Bf (0)vf )

Tп

ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî
ðåæèìà ïîëåòà ìàëî ìåíÿåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ò.å. ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãðóçêà áëèçêà ê 1. Ðàñ-
÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãðóçêà
ny∗ â êîíå÷íîé òî÷êå òðàåêòîðèè íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0,8 ≤ ny∗ ≤ 1,3.
Â ñèòóàöèè áîëåå àãðåññèâíîãî ìàíåâðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ïåðâûõ èòåðàöèé,

ò.å. ïîëîæèòü k ≈ kj , ãäå j = 3, 4. Â ýòîì ñëó÷àå äèàïàçîí âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé
ïåðåãðóçêè ðàñøèðÿåòñÿ äî 0,6 ≤ ny∗ ≤ 1,6.
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Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ïåðåõîä-
íîãî ìàíåâðà. Ïóñòü â êîíå÷íîé òî÷êå òðàåêòîðèè çàäàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ è óïðàâëåíèé:

V∗ = 130
êì
÷

; ϑ∗ = 5◦; ψ∗ = 0; H∗ = 1200ì; L∗ = 500ì; Z∗ = 0;

nx∗ = 0,1; ny∗ = 1,3; γ∗ = 10◦.

Ïîëàãàåì Tп = 2 ñ. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî â íà÷àëüíîé òî÷êå ïåðåõîäíîãî ìàíåâðà
ïðîäîëüíàÿ ïåðåãðóçêà îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ â êîíå÷íîé òî÷êå ëèøü çíàêîì. Òîãäà

nxf = −nx∗ = −0,1; nyf = ny∗ = 1,3; γf = γ∗ = 10◦.

Èç ýòèõ çíà÷åíèé íàõîäèì íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ âèðòóàëüíûõ óïðàâëåíèé:

v1f = −v1∗ = −0,1; v2f = v2∗ = 1,280; v3f = v3∗ = 0,226.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àåì âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ (â ì/ñ3):

k =
(
1,245 · 10−4, −1,235 · 10−1, 3,57 · 10−4

)ò
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî âåêòîðà ðàññ÷èòûâàåì òî÷êó íà÷àëà ïåðåõîäíîãî ìàíåâðà:

Vf = 130,7 êì/÷, ϑf = −3,82◦, ψf = 7,02◦,

Hf = 1199 ì, Lf = 428,0 ì, Zf = 4,43 ì.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ìåòîäîì
Ýéëåðà ñ øàãîì 0,1 ñ. Èçìåíåíèå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, à èçìåíåíèå
óïðàâëåíèé | íà ðèñ. 2.

Òàáëèöà 1

T, ñ V, êì/÷ ϑ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä
0,0 130,7 −3,8 7,0 1199,3 428,0 4,4 −0,1 1,3 10,0
0,1 130,6 −3,4 6,7 1199,0 431,6 4,0 −0,1 1,3 10,0
0,2 130,5 −2,9 6,3 1198,8 435,2 3,6 −0,1 1,3 10,0
0,3 130,4 −2,5 6,0 1198,7 438,8 3,2 −0,1 1,3 10,0
0,4 130,3 −2,1 5,6 1198,5 442,4 2,8 −0,1 1,3 10,0
0,5 130,2 −1,6 5,3 1198,4 446,0 2,5 −0,1 1,3 10,0
0,6 130,2 −1,2 4,9 1198,3 449,6 2,2 0,0 1,3 10,0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1,4 129,9 2,3 2,1 1198,6 478,4 0,4 0,0 1,3 10,0
1,5 129,9 2,8 1,8 1198,8 482,0 0,3 0,0 1,3 10,0
1,6 129,9 3,2 1,4 1199,0 485,6 0,2 0,1 1,3 10,0
1,7 129,9 3,7 1,1 1199,2 489,2 0,1 0,1 1,3 10,0
1,8 129,9 4,1 0,7 1199,4 492,8 0,0 0,1 1,3 10,0
1,9 130,0 4,6 0,4 1199,7 496,4 0,0 0,1 1,3 10,0
2,0 130,0 5,0 0,0 1200,0 500,0 0,0 0,1 1,3 10,0
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Âòîðîé ïðèìåð | äâóõòî÷å÷íàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà ïðè ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ:

V, êì/÷ ϑ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä
Íà÷àëî 150 0 0 90 0 0 −0,2 1,0 0

Êîíåö 50 0 −80 120 800 150 0,1 1,0 5,0

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà E â íà÷àëüíîé òî÷êå E0 = 178,6 ì, â êîíå÷íîé òî÷êå E∗ = 129,8 ì.
Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ âäîëü òðàåêòîðèè óáûâàåò. Â òî æå âðåìÿ íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå ïðîäîëüíîé ïåðåãðóçêè îòðèöàòåëüíî, à êîíå÷íîå | ïîëîæèòåëüíî. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíåíû â íà÷àëüíîé òî÷êå òðàåêòîðèè è íå âûïîë-
íåíû â êîíå÷íîé. Òðàåêòîðèþ ïëàíèðóåì ñ ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ïåðåõîäíîãî ìàíåâðà
äëèòåëüíîñòüþ Tп = 3 ñ. Ðàñ÷åòíàÿ òî÷êà íà÷àëà òàêîãî ìàíåâðà èìååò êîîðäèíàòû

Vf = 39,9êì/÷, ϑf = 0,51◦, ψf = −68,2◦, Hf = 119,8ì, Lf = 790ì, Zf = 114,0ì,

çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé â ýòîé òî÷êå

nxf = −0,1, nyf = 1,0, γf = 5◦,

çíà÷åíèå ýíåðãèè â òî÷êå xf ðàâíî 125,9 ì.
Òðàåêòîðèþ îò òî÷êè x0 äî òî÷êè xf ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåð-

ãèè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òðàåêòîðèè ñ ó÷åòîì êîíå÷íîãî ïåðåõîäíîãî ìàíåâðà ïðèâåäåíû
â òàáë. 2. Èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì 0,1 ñ. Ïîëóæèðíûì
øðèôòîì â òàáëèöå âûäåëåí ìîìåíò íà÷àëà ïåðåõîäíîãî ìàíåâðà.
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, à íà ðèñ. 4| èçìåíåíèå óïðàâëåíèé.

Òàáëèöà 2

T, ñ V, êì/÷ ϑ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ,ãðàä
0,0 150,0 0,0 0,0 90,0 0,0 0,0 −0,2 1,0 0,0
0,1 149,3 0,0 0,1 90,0 4,2 0,0 −0,2 1,1 −7,3
0,2 148,6 0,2 0,3 90,0 8,3 0,0 −0,2 1,1 −11,2
0,3 147,9 0,3 0,7 90,0 12,4 −0,1 −0,2 1,1 −12,4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

30,9 40,9 0,5 −68,1 119,8 789,0 111,4 −0,1 1,0 0,7
31,0 40,5 0,5 −68,2 119,8 789,4 112,5 −0,1 1,0 0,4
31,1 40,1 0,5 −68,2 119,8 789,9 113,5 −0,1 1,0 0,1
31,2 39,6 0,5 −68,4 119,8 790,6 113,8 −0,1 1,0 −0,3
31,3 39,3 0,5 −68,4 119,8 791,0 114,8 0,0 1,0 1,9
31,4 39,2 0,5 −68,7 119,8 791,4 115,8 0,0 1,0 3,7

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

33,9 49,3 0,1 −79,2 120,0 799,3 145,9 0,0 1,0 2,9
34,0 49,5 0,0 −79,4 120,0 799,5 147,3 0,1 1,0 3,4
34,1 49,7 0,0 −79,7 120,0 799,8 148,6 0,1 1,0 4,1
34,2 50,0 0,0 −80,0 120,0 800,0 150,0 0,1 1,0 5,0
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4. Èñïîëüçîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê

Åñëè â íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé òî÷êå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ íàðóøåíî, íî çíà÷åíèå ïðî-
äîëüíîé ïåðåãðóçêè íåäîñòàòî÷íî ìàëî, òî âîçìîæíûé âàðèàíò ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè|
âñòàâêà ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî E0 < E∗, ò.å. ýíåðãèÿ âäîëü òðàåêòîðèè âîçðà-
ñòàåò. Åñëè v10 < 0, òî ìîæíî âûáðàòü òî÷êó, â êîòîðîé çíà÷åíèå ýíåðãèè ìåíüøå E0.
Óñòàíîâèâ â ýòîé òî÷êå ïðîäîëüíóþ ïåðåãðóçêó ÷óòü ìåíüøå íóëÿ, ìû ïîëó÷èì ôðàãìåíò
òðàåêòîðèè, íà êîòîðîì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíåíû. Äîñòèãíóâ âûáðàííîé òî÷êè, ìû
ìîæåì âûïîëíèòü íà÷àëüíûé ïåðåõîäíûé ìàíåâð äëÿ ñìåíû çíàêà ïðîäîëüíîé ïåðåãðóçêè.
Åñëè ïðè ýòîì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ â êîíå÷íîé òî÷êå èçíà÷àëüíî áûëè âûïîëíåíû, òî îíè
áóäóò âûïîëíåíû è íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òðàåêòîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, â îïèñàííîé ñèòóàöèè ìû ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ èç òðåõ ó÷àñòêîâ: äâóõ
ó÷àñòêîâ ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè è îäíîãî êîðîòêîãî ó÷àñòêà, íà êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ ïåðåõîäíûé ìàíåâð (ñòûêîâî÷íûé ó÷àñòîê).

Åñëè óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíåíî â íà÷àëüíîé òî÷êå, íî íàðóøåíî â êîíå÷íîé,
ìû ìîæåì âñòàâèòü ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó, â êîòîðîé çíà÷åíèå ýíåðãèè áîëüøå çíà÷åíèÿ
E∗. Äàëåå ìîæåì ïîñòóïèòü êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå: â âûáðàííîé òî÷êå óñòàíàâëèâàåì
çíà÷åíèå ïðîäîëüíîé ïåðåãðóçêè ÷óòü áîëüøå íóëÿ. Ïëàíèðóåì äâèæåíèå äî âûáðàííîé
òî÷êè ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè, çàòåì âûïîëíÿåì íà÷àëüíûé ïåðåõîäíûé ìàíåâð
äëÿ ñìåíû çíàêà ïåðåãðóçêè è, íàêîíåö, âûïîëíÿåì âòîðîéìàíåâð ñìîíîòîííûìèçìåíåíèåì
ýíåðãèè.

Åñëè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íàðóøåíû è â íà÷àëüíîé, è â êîíå÷íîé òî÷êàõ, òî íåîáõîäèìî
âñòàâèòü äâå ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè, âûäåëèâ òðèó÷àñòêà ñìîíîòîííûìèçìåíåíèåì ýíåðãèè,
ñòûêóÿ èõ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäíûõ ìàíåâðîâ.

Êîíêðåòèçèðóåì îïèñàííûé ïîäõîä. Ïóñòü r0 è r∗ | íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè ïëà-
íèðóåìîé òðàåêòîðèè. Åñëè v10 < 0, òî âûáèðàåì òî÷êó ra ñîãëàñíî ôîðìóëå

ra =
2

3
r0 +

1

3
r∗,

ò.å. âûáèðàåìàÿ òî÷êà äåëèò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé êîíöû òðàåêòîðèè, â îòíîøåíèè 2 : 1.
Åñëè v1∗ < 0, òî âûáèðàåì òî÷êó rb ïî ôîðìóëå

rb =
1

3
r0 +

2

3
r∗,

Äëÿ âûáðàííûõ òî÷åê ðàññ÷èòûâàåì çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïî ôîðìóëàì

V 2
a =

2

3
V 2

0 +
1

3
V 2
∗ , V 2

b =
1

3
V 2

0 +
2

3
V 2
∗ .
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Çàòåì ðàññ÷èòûâàåì âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå âûáðàííûõ òî÷åê èñõîäÿ èç çàäàííîé âåëè÷èíû
èçìåíåíèÿ ýíåðãèè. Òàê, äëÿ òî÷êè ra (ïðè E0 < E∗) âû÷èñëÿåì íîâîå çíà÷åíèå âûñîòû
ñîãëàñíî ôîðìóëå:

Ha = E0 −∆E − V 2
a

2g
.

Àíàëîãè÷íî â òî÷êå rb:

Hb = E0 + ∆E − V 2
a

2g
.

Äîïîëíèòåëüíî, óñòàíàâëèâàÿ â âûáðàííûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ óãëîâ, ó÷òåì îðèåíòàöèþ
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ. Ïóñòüψr |óãîë êóðñà, âû÷èñëåííûé
äëÿ âåêòîðà r∗ − r0. Âû÷èñëÿåì äâå âåëè÷èíû: ϕ0 = ψ0 − ψr è ϕ∗ = ψ∗ − ψr. Åñëè ϕ0 è ϕ∗

îäíîãî çíàêà, òî áóäåì ãîâîðèòü î òðàåêòîðèè òèïà S (ðèñ. 5). Åñëè æå ýòè âåëè÷èíû ðàçíîãî
çíàêà, òî áóäåì ãîâîðèòü î òðàåêòîðèè òèïà U (ðèñ. 6).

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Íåçàâèñèìî îò òèïà òðàåêòîðèè çíà÷åíèå ϑa è ϑb óñòàíàâëèâàåì áëèçêèì ê íóëþ. Åñëè
òðàåêòîðèÿ îòíîñèòñÿ ê òèïó S, òî çíà÷åíèå ϕa óñòàíàâëèâàåì ðàâíûì ψr ∓ 90, âûáèðàÿ
çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêàì âåëè÷èí ϕ0 è ϕ∗. Åñëè òðàåêòîðèÿ îòíîñèòñÿ ê òèïó U ,
òî âûáèðàåì ϕa = ψr, íî äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåì ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå òî÷êè â
íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì óãëîì êóðñà ψr∓90, ãäå çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ϕ0. Âåëè÷èíà
ñìåùåíèÿ τ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëèðóåìûì ïàðàìåòðîì.
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Åñëè ïðèñóòñòâóåò òî÷êà rb, íî îòñóòñòâóåò ra, òî ïàðàìåòðû â òî÷êå rb âûáèðàåì ïî òîìó
æå àëãîðèòìó, êîòîðûé óêàçàí äëÿ òî÷êè ra. Åñëè ïðèñóòñòâóþò îáå òî÷êè ra è rb, òî â îäíîé
èç ýòèõ òî÷åê ïàðàìåòðû âûáèðàåì ïî àëãîðèòìó äëÿ îäíîé òî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà
òðàåêòîðèè, à âî âòîðîé òî÷êå | ïî àëãîðèòìó äëÿ îäíîé òî÷êè è òèïà òðàåêòîðèè U .
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëå-

íèé çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V, êì/÷ ϑ ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä
Íà÷àëî 40 −10 160 200 0 0 −0,2 0,9 0

Êîíåö 80 10 −140 320 1200 0 0,6 0,6 0

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûìäàííûìE0 = 206,3ì,E∗ = 345,2ì, òàê ÷òî âäîëü ïëàíèðóåìîé
òðàåêòîðèè ýíåðãèÿ âîçðàñòàåò. Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ íàðóøåíî â íà÷àëüíîé òî÷êå. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëäîâèÿìè òðàåêòîðèþ ñëåäóåò îòíåñòè ê òèïó U .
Óñòàíîâèâ çíà÷åíèÿ ∆E = 30, τ = 200, ðàññ÷èòûâàåì ïîëîæåíèå òî÷êè ra è îðèåíòàöèþ
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â íåé. Ðàñ÷åòû äàþò

Va = 56,6 êì/÷, ϑa = 6,32◦, ψa = 0◦, Ha = 163,7 ì, La = 400 ì, Za = −200 ì,

nxa = −0,1, nya = 0,99 γa = 0◦.

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîñòðîèòü òðàåêòîðèþ îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0 äî ïðîìåæóòî÷íîé xa

ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè. Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûé ïåðåõîäíûé ìàíåâð, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ïåðåìåñòèòñÿ â òî÷êó x̃a, áëèçêóþ ê xa, èç êîòîðîé
ìîæíî ïðîëîæèòü òðàåêòîðèþ â òî÷êó x∗ ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè.
Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí âèä ïîëó÷åííîé òðàåêòîðèè, íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, à íà ðèñ. 9 | èçìåíåíèÿ óïðàâëåíèé.

Ðèñ. 7
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Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â òåðìèíàëüíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì ñ èñïîëüçîâàíèåìøåñòèìåð-
íîé ìîäåëè ïðåäëîæåíû âàðèàíòû ðàñøèðåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ìåòîäà ïëàíèðîâàíèÿ òðà-
åêòîðèé, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñ íåìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè.
Åñëè â íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé òî÷êå íàðóøåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, íî çíà÷åíèå ïðî-

äîëüíîé ïåðåãðóçêè ìàëî, òî ïðåîäîëåòü íàðóøåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ìîæíî, âûïîëíèâ
ñïåöèàëüíûé êðàòêîâðåìåííûé ìàíåâð, íàçâàííûé ïåðåõîäíûì.
Åñëè íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé ïåðåãðóçêè âåëèêè, òî òðàåêòîðèþ äâè-

æåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå äâóõ èëè òðåõ ó÷àñòêîâ ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè,
ñâÿçàííûõ ïåðåõîäíûìè ìàíåâðàìè.
Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåí-

íûìè ïðèìåðàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðèôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-07-00267 è 12-07-00329)
è Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò
ÍØ-3659.2012.1).
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A six-dimensional model, where the aircraft is treated as a material point, is used for planning
trajectories of aircraft. In this case, the state variables are the coordinates of the aircraft in the
trajectory coordinate system, and controls are longitudinal and transversal overloads and the roll
angle of the transversal overload vector. In the context of this model, the author considers a terminal
control problem in which it's required to find such controls at which the aircraft is transferred from
a specified initial point of the phase space to a specified destination point. Methods of solving
this terminal control problem are well known if the flight time is given. Selection of flight time,
if it is not known, is not an easy task, as this choice influences the shape of the flight trajectory.
One of the methods to solve the terminal control problem with unknown time is the energy method
based on replacement of the independent variable (time) by the normalized mechanical energy of
the system. The energy method leads to flight trajectories with a monotonic variation of energy. It
provides good solutions for landing and take-off of aircraft, but may not be applicable for complex
maneuvers. The author considers methods of planning trajectories with non-monotonic variation of
energy, which, nevertheless, are based on the energy method. These methods are based on special
short-term maneuvers at the beginning and end of the trajectory (so-called transient maneuvers),
and on selection of certain intermediate points through which the trajectory must pass.
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