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Введение 

Учебно-лабораторный стенд BALL&BEAM, благодаря доступности понимания принципа 

действия и простоте устройства для применения в лаборатории  - популярная,  широко 

распространенная во всем мире [1] нелинейная управляемая система.   Эта установка является 

неустойчивой (при отсутствии управления) системой, а, как известно [2], исследование задач 

управления движением именно неустойчивых объектов является одним из наиболее актуальных 

направлений современной теории управления. Но широкое использование таких стендов [1] 

объясняется не только простотой их применения, как реальных устройств для тестирования 

эффективности законов управления, предлагаемых современной теорией управления. Большое 

значение для широкого распространения устройств такого типа связано и с тем обстоятельством, 

что при их функционировании отсутствует опасность, которая обычно сопровождает [1] 

использование в лаборатории реальных неустойчивых систем.  

Вместе с тем, несмотря на многочисленные публикации по исследованию динамики систем, 

содержащих в своем составе шарик и желоб (большой библиографический список имеется, кроме 

[1], напр., в  [3,4]), рассмотрение таких задач далеко от завершения. Это связано с тем, что в 

большинстве работ [3,4,10,11,12], кроме  [5], при получении математической модели систем Ball & 

Beam, в которых угол наклона желоба меняется за счет поворота колеса( связанного с ним 

некоторым стержнем), так или иначе, без всякого обоснования используется линеаризация  

сложной нелинейной геометрической связи. Поэтому используемые в таких работах   

математические модели механической компоненты (систем такой конструкции) являются 
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неточными, что имеет принципиальное значение, особенно [6,7], при исследовании их 

устойчивости. 

Кроме того, в большей части работ, в которых предпринимаются (см., напр., [1])  попытки 

сравнительного анализа полученных по данной проблеме результатов, вообще не уделяется 

внимания точности и строгости применяемых математических моделей механических компонент 

таких мехатронных систем. Сравниваются [1]  только типы законов управления и применяемые 

для их формирования методы, в то время как анализируются системы принципиально разной 

конструкции и с разной размерностью фазового пространства механической компоненты и, 

соответственно, с различной степенью строгости математических моделей. Например, 

сравниваются законы управления как для систем с совершенно строгой  моделью в виде уравнений 

Лагранжа второго рода [1,8,9]   для конструкции, когда желоб наклоняется за счет поворота вала 

приводного двигателя без всякого стержня (при отсутствии нелинейной геометрической  связи), 

так и для систем [3,4,10,11,12] при наличии  нелинейной геометрической связи. А для систем 

такого вида уравнения Лагранжа второго рода в общем случае неприменимы [6,7] потому, что  

используемые координаты не являются независимыми.     

Таким образом, несмотря на большое количество исследований, динамика системы Ball and 

Beam требует дальнейшего рассмотрения, в том числе и в отношении моделирования ее 

механической компоненты. Как и любую систему со сложными геометрическими связями 

(которые не дают возможности исключения зависимых координат), гораздо выгоднее 

рассматривать эту систему, как систему с избыточными координатами.  

В данной работе предлагаемый  в  [6,7]   метод  исследования устойчивости  и стабилизации 

положений равновесия  систем  с  геометрическими связями применяется  к  устройству Ball & 

Beam с уточненной по сравнению с [6,7] моделью механической части.  Для построения   

математической модели механической  части стенда используются  уравнения  Шульгина [13]  в 

избыточных координатах. При наличии одной геометрической связи между двумя координатами в 

этой задаче  возможны два варианта выбора избыточной координаты. Показано, что от выбора 

избыточной координаты  существенно зависит выбор управляемой подсистемы, а управляющее 

воздействие зависит от переменных  выбранной подсистемы. При этом, кроме известного, указано 

еще одно положение равновесия  системы – для ненулевого значения угла поворота колеса.  Такое 

положение равновесия принципиально  не может быть получено при линеаризации уравнения 

нелинейной связи. Кроме того ,при исследовании устойчивости такого положения равновесия  

нельзя  будет пользоваться  уравнениями Лагранжа второго рода, получаемых при использовании 

линейной связи [7]. 

Полученные результаты частично докладывались на конференциях[14,15,16]    
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1.Уравнения   М.Ф. Шульгина. Пусть конфигурация механической системы задана параметрами, 

взятыми в числе, превосходящем число степеней свободы. На эти параметры наложены 

геометрические связи 

                                                        ),1(0),,( 1 mkqqF mnk ==+  

Если продифференцировать  эти связи по времени и выразить зависимые скорости через 

независимые, получим линейные (голономные)  дифференциальные связи в виде 

                                  1
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 Для  таких систем удобно использовать уравнения в избыточных координатах в форме 

М.Ф.Шульгина [13,6,7] 

                 ∑
+

+=
+

∗
∗

=+=−
∂
∂ mn

nk
kmnkjjj

j

njQqqBQTE
q
T

dt
d

1
1 ,1,~),,(~)( 


 

Где ),,,,,( 11 nmn qqqqT  +
∗ - результат исключения из кинетической энергии  

),,,,,( 11 mnmn qqqqT ++   зависимых   скоростей с помощью  дифференциальных (кинематических 

) связей.  

2.Математическое моделирование  механической компоненты устройства GBB 1005.  
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Устройство Ball & Beam  состоит из двух взаимосвязанных частей - механической части и 

управляемого электропривода.. Для описания механической части введем три координаты  

r,, θα . Одна из них  является избыточной, так  как  на систему наложена геометрическая связь - 

расстояние между точками А и В постоянно: ( ) ( ) 222 lyyxx BABA =−+−       

 Аналитически  эта связь выражается нелинейным тригонометрическим уравнением 

                      ( ) ( )( ) ( ) 222 sinsincos11cos ldlLdL =−++−+− θαθα                     (1) 

где   ОА =L, AB =l , d – радиус колеса. В системе GBB 1005  при 0=α и 0=θ ,  рычаг АВ 

вертикален. В большинстве работ [3,4,10,11,12 ] по исследованию динамики систем такой 

конструкции  применяется  одна и  та же необоснованно упрощенная модель - вместо полной 

нелинейной связи принимается линейная зависимость между углами               


= θα

L
d .  

В данной работе  для построения математической модели механической части с учетом полной 

нелинейной связи использованы уравнения Шульгина. При этом, в отличие  от работ  [6,7],     

рассматриваются  два варианта выбора координаты r, определяющей положение шарика: r = ОР 

или  r = ОС. Если при построении  модели не  пренебрегать  размерами шарика, следует учесть, 

что  расстояние ОС от начала координат О до центра шара С  и расстояние ОР от начала координат 

до точки Р соприкосновения шара с желобом связаны соотношением 222 ROPOC += , здесь   R – 

радиус шара. Кроме того, возможны два варианта выбора избыточной координаты - в качестве 

избыточной можно выбрать  или уголα , определяющий положение желоба, или угол поворота 

колеса  θ .    

Замечание 1. В работе   [5] рассматривается полное нелинейное уравнение связи, с точностью 

до обозначений совпадающее с уравнением (1). Авторы используют уравнения Лагранжа второго  

рода, рассматривая   α , как функцию θ , но не выражая явно  )( θα  . Применением  к этой задаче 

разработанного     многоэтапного    λ - метода получено семейство законов управления 

специального вида, содержащее три произвольные   функции. В [5] рассматривается динамика 

механической части, без учета динамики исполнительного привода, т.е. рассмотрена задача 

прямого управления. 

 3. Математическая модель электродвигателя. В реальной установке  GBB 1005 Ball&Beam  

движение колеса, к которому присоединен  рычаг, управляется двигателем.  Для построения 

полной  модели управляемой системы следует добавить уравнение управляемого электропривода, 

Уравнение Кирхгофа, описывающего динамику коллекторного двигателя постоянного тока с 

независимым возбуждением, примем в виде 
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                   vaa
a
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dKiR
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dt
dKeb
θ

3=                                                (2) 

ve  - напряжение на выходе усилителя ;  be - напряжение противо-ЭДС ;  3K  - постоянная 

двигателя ; aL  - индуктивность ; aR - сопротивление ; 1K - коэффициент преобразователя питания  ,  

αi  -  сила тока в якорной обмотке двигателя. В такой постановке  за управление будет принято  

дополнительное напряжение на якоре двигателя. При таком способе реализации управляющих  

воздействий  имеем систему непрямого управления [17]  . 

При этом силу,  действующую по координате θ , можно принять  в  виде ( см. [6,7]  )     

θαθ


02 biKQ −= ,  где 0b - коэффициент сопротивления вращению, приведенный к двигателю; 2K - 

электромеханическая  постоянная двигателя. 

4. Стабилизация равновесия упрощенной системы. Рассмотрим сначала задачу при тех же 

предположениях, что и в [6]. Пусть кинетическая и потенциальная энергии имеют вид 

( )
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  m – масса ; J - момент инерции шара; 

0J - - момент инерции всей системы, приведённый к двигателю. 

Дифференцируя  связь (1) по времени, получим 
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Кинетическая энергия после исключения зависимой скорости с помощью (3)   будет иметь вид 

[6].                
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Система допускает [6]   положение равновесия :               
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Введем возмущения 
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и выделим первое приближение в уравнениях возмущенного движения (здесь   u -управление - 

дополнительное напряжение на якоре двигателя). 
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 Если в  полных нелинейных уравнениях движения произвести замену (согласно теории 

критических случаев [18,19]):  36 xL
dzx += , то в  уравнении связи     в первом приближении 

выделяется нулевой корень. Тогда за управляемую подсистему  можно выбрать подсистему, не 

включающую  критическую переменную 

                                                       QuPxx +=  
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Для этой подсистемы выполнено условие управляемости: 

                                     ( ) 5432
1 == QPQPQPPQQrankrankW  

Стабилизирующее управление Kxu =  может быть определено решением методом  

Н.Н.Красовского [20]  линейно-квадратичной задачи стабилизации с подынтегральной функцией в 

критерии качества  22
5

2
4

2
3

2
2

2
1 uxxxxx +++++ . Численное определение коэффициентов  

управления  конкретной системы  может быть определено с помощью [21]  . 

Графики переходных процессов по rr ,  
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5. Уточнение  уравнений  механической части. Если учитывать размеры шара, уравнения 

движения системы  существенно изменятся, так как в кинетической энергии появляются 

коэффициенты инерционной связи. Кроме того, изменяется выражение  для потенциальной 

энергии.   

  Рассмотрим случай, когда  за  избыточную координату принят угол поворота колеса θ ,а  за 

координату, определяющую положение шарика  r=ОС.  Для механической части системы, 

включающей шар и ротор двигателя с редуктором, кинетическая и потенциальная энергии имеют 

вид  

2
0

22

2
1

2
1

2
1 θω JJmvc ++=Τ    ,               )cossin( 22 αα RRrmg +−=Π             (  4)         

     где cv   - cкорость  центра масс шара , 




−
−=

22 RrR
rr

αω             - полная  угловая скорость 

шара относительно  системы координат Кёнига с центром в  точке С и с осями, параллельными  

неподвижным. Это выражение можно получить из   условия  качения шарика без проскальзывания 

(см.чертеж). 
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Тогда для кинетической энергии получим выражение 
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Кинетическая  (5) и потенциальная (4)  энергии  отличаются от  соответствующих  выражений в 

[6,7].             

Дифференцируя  связь (1) по времени и выбирая за избыточную  координату угол  поворота 

колеса θ , получим  уравнение кинематической связи в виде  
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Исключая из кинетической энергии зависимую скорость, получим выражение для T*, 
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                   (7) 

Уравнения Шульгина при  таком выборе избыточной координаты будут иметь вид 

                           

θθα
αθ

θα
αα

QВTBTT
dt
d

rr
T

r
T

dt
d

),(*),(**

**

11 +
∂
Π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

∂
Π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂



                                                   (8) 

Где    θQ  -  сила ,действующая по избыточной координате. Она содержит член αiK2 , который 

С 

α 

θ 

))((1 trα

О 

))((1 trα

θα
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можно считать механическим  управляющим воздействием (представляющим собой момент, 

действующий со стороны якоря двигателя на колесо). Решение задачи стабилизации( как видно  из 

второго уравнения  Шульгина)  будет  зависеть  от коэффициента кинематической связи θα ,(1B ). 

Исключим зависимую скорость с помощью уравнения связи (6) . Тогда уравнение  Кирхгофа (2) 

перейдет   в уравнение 

      vaa
a

a eKBKiR
dt
di

L 113 ),( =++ αϑα                                                       (9) 

А сила по избыточной координате  примет вид        

                                                              αθααθ ),(102 BbiKQ −=                                                           (10) 

6. Определение положений равновесия. 

 Из уравнений (8, 9,10) видно, что   система допускает положения равновесия  00 ≠r  только при  

ненулевом значении силы тока.  Значение силы тока, обеспечивающее существование положения 

равновесия, определяется  из выражения                                 

                                                021 =+
∂
Π∂

− αα
iKB                                                             (11) 

Значение угла  поворота колеса при равновесии определяется из уравнения геометрической 

связи (1), которое  при 0=α  получит форму  

                           ( )( ) ( ) 222 sincos1 ldld =−+− θθ  или , 1sincos =+ θθ
d
l                                       (12) 

Это уравнение имеет три корня:               
223,21 arccos;0

dl
d

d
larctg

+
±== θθ                       (13) 

При этом решениям 3,2θ  соответствует в реальном стенде одна и та же конфигурация, при 

которой угол поворота колеса лежит во второй четверти. 
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Полученные уравнения и допускаемые ими равновесия отличаются от рассматриваемых в 

работах  [6,7] . Заметим, что  если вместо точной нелинейной  геометрической связи (1 ) 

принимается упрощенное линейное уравнение, очевидно, для положении равновесия возможно 

только одно  решение  01 =θ . Решение задачи  стабилизации будет существенно  различным для  

разных положений равновесия. 

7. Задача стабилизации  положения  равновесия 01 =θ  уточненной модели  

                                00 ≠r ; 



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=== .;;0;0
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0

2

22
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0
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iR
e

K
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L
d

i aa
a ναθ                         (14) 

Введём следующие обозначения - ,,, 321 xxx ,- возмущения,   u – управление - дополнительное 

напряжение на якоре двигателя, обеспечивающее стабилизацию заданного равновесия 00 ≠r .                           

ueexiixrr vv +=+=+= 0
30

0
10 ,,,                                                  (15) 

Уравнения первого приближения для всей   системы будут иметь вид 
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uKBKxRxL aa

=

=++
                                                     (16) 

Последнее уравнение (16) представляет собой линейное приближение кинематической связи  

(6). Для выделения нулевого корня в характеристическом уравнении произведем в полной системе 

уравнений (6,8,9,10) замену переменных  [18,19]:     zB += αθ )0(1  . После этой замены уравнение 

связи в первом приближении примет вид   0=z (нулевой корень соответствует этой переменной). 

Произведенная замена переменных не изменяет коэффициентов  остальных уравнений первого 

приближения   всей системы, так как эти уравнения не зависят от избыточной переменной  θ . 

Заметим, что координата θ  является псевдоциклической в том смысле, что кинетическая (5) и 

потенциальная (4) энергии не зависят  явно от этой координаты. Выражение (7) и нелинейные 

члены полной системы уравнений движения (6, 8,10) , будут зависеть от нее из-за коэффициента  

кинематической связи.   
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Нетрудно убедиться (после приведения к нормальной форме), что для линейной подсистемы, 

включающей первое приближения уравнений Шульгина  и уравнения Кирхгофа, выполнено 

условие управляемости – достаточное условие разрешимости  линейно-квадратичной задачи 

стабилизации  ее нулевого решения. Для выбранной управляемой линейной подсистемы,  не 

включающей уравнения связи, полученное управление будет зависеть от переменных этой 

подсистемы.  При практическом решении в качестве подынтегральной функции в критерии 

качества удобно взять [20] квадратичную форму              2222
3

2
1

2
1 uxxx +++++ αα  .                    (17) 

Из асимптотической устойчивости нулевого решения  этой линейной подсистемы, замкнутой 

найденным управлением, согласно теореме [7], в полной нелинейной системе  получим 

асимптотическую устойчивость исследуемого равновесия по отношению ко всем ее переменным. 

Коэффициенты стабилизирующего управления могут быть найдены с использованием метода, 

изложенного в работах [20] и [21] .  

8. Другой случай выбора переменных. Примем за обобщенную координату r = ОР, , а за 

избыточную координату – угол наклона желоба  α . Тогда кинематическое уравнение связи 

возьмем в виде (3). Потенциальная энергия  в этом случае имеет вид 

                                                              )cossin( αα Rrmg +=Π                                                (18) 

 Для кинетической энергии в этом случае будем иметь                       

                                             ( ) 2
0

2
2222

2
1

2
12)(

2
1 θααα 


 J

R
rJRrrrRm +






 −+−++=Τ                       (19) 

а после исключения зависимой скорости  с помощью (3)   -                            
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 Первое уравнение Шульгина в рассматриваемом случае будет иметь тот же вид, как и в (8), а 

второе уравнение примет вид   
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К этим уравнениям надо добавить уравнения Кирхгофа (2) 

9. Стабилизация положения равновесия. В этом случае система допускает следующее 

положение равновесия:            00 ≠r ,
1

0
10

2

00
100 ;

)0(
;0;0

K
iR

e
K

mgrВ
i a==== ναθ                         (22) 

 Если ввести возмущения , аналогично (16) ,первое приближение  для  всей системы  получит 

вид 
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Замечание 2. Для положения равновесия ;01 =θ  в обоих случаях выбора избыточных 

координат 0,
00
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BB .  Поэтому уравнения первого приближения не содержат 

линейных членов разложения коэффициентов кинематических связей. Для другого положения 

равновесия (13)   эти выражения не обращаются в нуль , и уравнения возмущенного движения 

будут  иметь другой вид.  

Проведем в полной нелинейной системе уравнений замену [18,19]:    θθα L
dzBz +=+= )0(  

для выделения нулевого корня характеристического уравнения , соответствующего переменной z . 

После произведенной замены  первое приближение уравнений Шульгина  примет вид. 
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В этом случае управляемую подсистему выбираем в  виде (куда не включаются  члены, 

зависящие от  z ) 
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                             uKKxRxL aa 1333 =++ θ  

Управление, решающее задачу стабилизации до асимптотической устойчивости положения 

равновесия (22)  для  выделенной линейной подсистемы, будет зависеть от ее переменных.  Это 

управление обеспечивает асимптотическую устойчивость равновесия и для полной нелинейной 

системы по всем ее переменным [7]  .  

Замечание 3. В отличие от упрощенной модели в п.4  в выражениях T* для кинетической 

энергии (7) и (20) в уточненной модели присутствуют   коэффициенты инерционной связи при  
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произведениях скоростей (таких коэффициентов нет в упрощенной модели). Вследствие этого 

уравнения возмущенного движения и в первом приближении в уточненной модели отличаются от 

соответствующих уравнений в [6,7]. Кроме того, в уточненной модели  появляются 

дополнительные члены от   потенциальной энергии. 

Заключение. 

    В работе показано, что  в математической модели с учетом полной нелинейной 

геометрической связи  возможно другое положение равновесия  системы GBB 1005 BALL&BEAM, 

ранее не рассматривавшееся .Это положение равновесия не может быть найдено при замене 

нелинейной связи ее линейным приближением. При исследовании устойчивости и стабилизации 

этого положения равновесия нельзя будет пользоваться уравнениями Лагранжа второго рода, 

полученными при использовании линейной связи.  

Проведено уточнение математической модели  механической части системы с учетом размеров 

шара.  

Показано, что  при наличии одной геометрической связи  возможны два варианта выбора 

избыточной координаты. При этом  предпочтительнее за  избыточную выбирать ту координату, от 

которой не зависят первоначальные выражения  кинетической и потенциальной энергий. 

  Рассматриваемая система является мехатронной электромеханической системой. Для 

исследования движения электромеханических систем [22] наряду с уравнениями механической 

части нужно рассматривать и уравнения электрической части. Исследуемую в данной работе 

систему можно рассматривать, как систему непрямого управления  [17]  при учете уравнений 

электропривода постоянного тока. 

Для выбранной  линейной управляемой подсистемы линейно-квадратичная задача 

стабилизации  может быть  решена методом Н.Н.Красовского [20,21] (ср. [4,14]) . При этом  выбор 

линейной подсистемы зависит от выбора избыточной координаты. Найденное для линейной 

подсистемы управление решает задачу  стабилизации (до асимптотической устойчивости)  

положения равновесия   для полной нелинейной системы уравнений по всем ее переменным  в 

силу  теоремы, доказанной в работе [7] .  
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The method of research stability and stabilization of equilibrium of systems with geometrical constraints 

is elaborated and used for equilibrium for real mechatronic arrangement GBB1005 Ball & Beam. For 

mathematical model construction is used Shul'gin's equations with redundant coordinates. The through 

differentiation geometrical constraints obtained kinematic (holonomic) constraints is necessary add for 

stability analysis. Asymptotic stability equilibrium for mechanical systems with redundant coordinates is 

possible , in spite of formal reduction to Lyapunov's especial case, if the number zero roots is equal the 

number constraints . More exact nonlinear mathematical model of the mechanical component Ball &Beam 

is considered in this paper. One nonlinear geometric constrain in this problem is allow find the new 

equilibrium position. The choice of linear control subsystem is depend from the choice of redundant 

coordinate.  
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