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Введение 

Замкнутые сети массового обслуживания (СеМО), в которых, в отличие от разомкнутых 

СеМО, популяция заявок фиксирована, широко используются в качестве моделей для оценки 

временных характеристик  информационных  систем, а также других систем массового 

обслуживания, например в торговле, логистике и т.п. [ 1, 2]. Получено большое  количество 

результатов для  конкретных,  частных  типов замкнутых СМО и СеМО [2-5,14-19].  Однако до сих 

пор не существует общих аналитических  методов, пригодных для анализа широкого класса таких 

сетей. Метод имитационного моделирования, являясь универсальным инструментом анализа 

подобных систем, тем не менее не лишен ряда недостатков.  

В настоящей работе предложен  метод  анализа широкого класса замкнутых СеМО, 

основанный на: 

- декомпозиции исходной сети на совокупность замкнутых СМО, неизвестные параметры 

которых связаны системой нелинейных  уравнений баланса; 

- доказательстве существования решения полученной системы уравнений; 

-  нахождении решения полученной системы уравнений модифицированным  методом 

Ньютона-Канторовича. 

Постановка задачи. 

Рассмотрим класс замкнутых СеМО, описываемый кортежем S: 

S = < L, R, P, N, B, D, β, δ, γ >     (1). 
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здесь: 

L= [1, L]  - множество индексов узлов СеМО, L- число узлов. Узел СеМО представляет собой 

один или несколько обслуживающих аппаратов (ОА), очередь перед ним(и) и соответствующую 

дисциплину обслуживания заявок из этой очереди. 

R= [1,R]  - множество индексов классов заявок в СеМО,  R – число классов. 

P= { P r } – множество стохастических квадратных матриц P r  размером LxL, здесь и далее 

верхний индекс r означает номер класса заявки,  r ∈ R. 

 

   P r = [p r
ij ] LxL   стохастическая матрица вероятностей переходов заявок класса  ‘r’   между 

узлами сети.   

p r
ij   - вероятность того, что заявка класса ‘r’ из узла ‘i’ после окончания обслуживания 

перейдет  в узел ‘j’ ( i,j∈L, r∈R), причем ∀i(i∈L), 
1

L
r
ij

j
p

=
∑ =1. 

N=(N 1 , N 2 ,…,N r ,…,N R )  - вектор популяции заявок,  1≤N r  - число заявок класса ‘r’, 

натуральное число. 

B   - множество  функций распределения вероятностей (ФРВ)    с конечным первым 

моментом, что является достаточным условием  существования  стационарного режима в СеМО 

[3]. 

D – множество дисциплин обслуживания заявок в узлах СеМО, имеющих консервативный 

характер, т.е. сохраняющих проделанную работу (например, абсолютные приоритеты с 

дообслуживанием прерванных заявок, относительные приоритеты, первый пришел - первым 

обслужен, различные виды циклического обслуживания с квантованием времени и без него, 

немедленное обслуживание, когда число ОА не меньше числа заявок). 

β:  (L x R) → B  - отображение, задающее для заявок класса ‘r’ (r∈R)  ФРВ времени 

обслуживания - B jr (t)   в узле ‘j’ (j∈L). 

δ:  L → D  - отображение, задающее для каждого узла СеМО дисциплину обслуживания. 

 γ:   L →  [1,2,3…) – отображение, задающее число ОА в каждом узле СеМО. 
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Кортеж (1) описывает достаточно  широкий класс замкнутых  СеМО без потерь, без 

блокировок, со статическими приоритетами и консервативными дисциплинами обслуживания. 

Необходимо разработать метод приближенной  оценки средних значений (математических 

ожиданий) времен пребывания заявок в узлах такой СеМО, учитывающий основное качественное 

свойство таких СеМО –  конечность популяции заявок.  Для расчета  характеристик такого класса 

СеМО  в  настоящее время отсутствуют аналитические методы. 

Решение задачи. 

Суть предлагаемого метода состоит в декомпозиции исходной замкнутой   СеМО, состоящей 

из L узлов,  на совокупность из   L  замкнутых СМО типа модели ремонтника, неизвестные 

параметры которых связаны системой нелинейных уравнений баланса. 

Для каждого узла ‘j’  СеМО  его дополнение до сети (множество узлов L \ j )  представляет 

собой источник заявок конечной емкости с неизвестной ФРВ времени пребывания заявок в этом 

источнике.   При этом делаем предположение, что для каждого узла ‘j’  в СеМО время пребывания 

заявок в этом источнике имеет экспоненциальное распределение, а его математическое ожидание 

равно среднему времени пребывания заявок  в    дополнении  до сети ( в узлах L \ j) за время 

одного отсутствия заявки в узле ‘j’.  В итоге  исходная сеть  S  декомпозируется на L замкнутых 

СМО типа M R /GI R /n//N R  в обозначениях Кендалла [ 7 ],  т.е. на L замкнутых СМО типа модели 

ремонтника. Подобные  замкнутые  СМО достаточно хорошо изучены, см., например,  [6].  Для 

целей нашего исследования назовем эти модели базовыми. 

Система уравнений баланса. 

Выделим в сети узел ‘j’ ( j∈L ), заметим какую-либо заявку класса ‘r’ (r∈R) и проследим 

процесс ее блуждания по той части сети, которая состоит из узлов  L \ j,  в течение интервалов 

времени между последовательными посещениями этой заявкой узла ‘j’.  Случайное время  от 

момента выхода меченой заявки класса ‘r’ из узла ‘j’  до момента ее первого возвращения в этот же 

узел назовем временем первого возвращения заявки класса ‘r’ в узел ‘j’ и обозначим его через   A jr  

.  Это время суть также время отсутствия меченой заявки класса ‘r’ в узле ‘j’, либо, что то же 

самое, время пребывания меченой заявки в узлах  L \ j  за время одного отсутствия в узле ‘j’. 

Изменив для удобства порядок суммирования, можем записать: 

(L\ j) 0

j
ir

i

i

K
l

lr ir
i l

A V
∈ =

= ∑ ∑ ,  il
irV =  0, если  l i =0, и  il

irV >0, если  l i > 0.   (2). 
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Здесь: 

il
irV - время пребывания меченой заявки класса ‘r’  в узле ‘i’ при l i -м его посещении  в 

течение времени lrA . 

j

irK  -  число посещений меченой заявкой класса ‘r’  узла ‘i’  за время  lrA .
j

irK  суть 

случайная величина, не зависящая от   { il
irV } и принимающая значения 0,1,2,…. 

Переходя  к средним значениям и используя теорему Колмогорова-Прохорова [8, с.188], 

получим из (2): 

(L\ j)

j
jr ir ir

i
a k v

∈

= ∑       (3). 

Здесь jra , j
irk  и irv   суть математические ожидания случайных величин lrA , j

irK  и  il
irV  

соответственно.  

Величину j
irk   -  среднее число посещений меченой заявкой класса ‘r’  узда ‘i’, приходящееся 

на одно посещение узла ‘j’, определим следующим образом. 

Благодаря независимости    
j

irk  от времен пребывания в узлах (
j

irk  зависит только от матриц 

rP ) можно  утверждать, что значения 
j

irk  для исходной сети  S  и для конечной цепи Маркова с 

множеством состояний L , матрицей переходов  rP  и  единичным временем пребывания в 

каждом состоянии   будут совпадать. 

Стационарные вероятности состояний такой цепи 1 2( , ,..., ,..., )r r r r r
i Lπ π π π π=  определяются  

решением системы линейных уравнений  r r rPπ π= , в которой одно из уравнений заменим   

условием нормировки  
1

1
L

r
i

i
π

=

=∑ . 

Рассмотрим процесс переходов в  такой  цепи  в стационарном  режиме.  Пусть за достаточно 

большое время совершено rN   шагов, причем цепь побывала в состоянии ‘i’ (i∈L)  r
iN   раз. 

Причем 
1

L
r r
i

i
N N

=

=∑ .  Число пребываний цепи в состоянии “i”  в расчете на одно пребывание в 
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состоянии “j”  равно /r r
i jN N .  Нетрудно видеть, что 

lim ( / ) lim ( / ) / lim ( / ) /
r r r

j r r r r r r r r
ir i j i j i jN N N

k N N N N N N π π
→∞ →∞ →∞

= = =    (4). 

Подставляя (4) в (3) получим: 

L\ j
( / ) , [1, , , , ], [1,..., ]r r

jr i j ir
i

a v j L r Rπ π
∈

= ∈ ∈∑      (5). 

Заметим, что (5) впервые было приведено в работе [9]  без  доказательства. 

Сделаем допущение о том, что jrA  распределено по экспоненциальному закону с 

параметром  1
jr jraλ −= . 

Это  означает  замену дополнения узла ‘j’ до сети  источником конечной емкости с 

экспоненциальным распределением времени пребывания в источнике, причем средние времена 

пребывания заявок всех классов в источнике и в дополнении узла “j” до сети совпадают (5). Таким 

образом мы  декомпозируем исходную сеть на совокупность из  L  базовых замкнутых СМО типа 

модели ремонтника, неизвестные параметры ( 1
jr jraλ −=   )  источников которых  связаны системой 

нелинейных уравнений (5) размерностью  L x R .  

Нетрудно видеть, что при  известных ФРВ времен обслуживания в каждом узле сети времена  

( 1,..., ; 1,..., )irv i L r R= =  полностью определяются пока  неизвестными   параметрами 

( 1,..., ; 1,..., )ira i L r R= = , количество которых  равно количеству уравнений.  

Система  (5)  будет полностью определена,  если нам известны для всех узлов сети  

зависимости: 1 2( , ,..., ,..., ), [1,..., ]; [1,..., ]ir ir i i ir iRv a a a a i L r Rϑ= ∈ ∈ ,    (6) 

позволяющие  вычислять значения средних времен пребывания заявок каждого класса в узлах  

сети. 

Используя (6),  систему (5) можно представить относительно неизвестных irv   в следующем  

виде: 

1 2

j ( \ )

( , ,..., ,..., )
[1,..., ], [1,..., ]( / ) ,

ir ir i i ir iR
r r

ir j i jr
L i

v a a a a
i L r Ra v

ϑ

π π
∈

=  ∈ ∈=


∑   (7) 
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После подстановки выражений для ira  из второго уравнения в первое, получим  из (7)  в 

векторной форме: 

 ( )ν ϑ ν=


         (8) 

Где    11 1 21 2 1 1( ,..., , ,..., ,..., ,..., ,..., ,..., )R R i iR L LRν ν ν ν ν ν ν ν ν= , 

оператор    11 1 1( ,..., ,..., ,..., )R L LRϑ ϑ ϑ ϑ ϑ=       суть -отображение   LRlRR R+ +→  

( ),ir irν ϑ ν=     1,..., ,i L=    1,...,r R=         

Или   ( ) ( ) 0ϕ ν ϑ ν ν= − = ,    (9)   

что эквивалентно (7)  и   (8). 

В силу сложности выражений для оператора ϑ решение следует искать среди итерационных  

методов. 

При отыскании решения (8,9) возникают три проблемы [10], а именно: 

1. Доказательство  существования решения системы уравнений; 

2. Конструирование метода  отыскания  решения; 

3. Доказательство сходимости метода. 

Докажем, что решение системы уравнений (8) существует. 

Обозначим область определения оператора ϑ  через В: 

{ }   такое, что   ( L) ( ) имеет место ( )LR
ir ir irB R i i r r R bν ν ν+= ⊂ ∀ ∈ ∧∀ ∈ ≤ ≤ , где 

1 2

,

 среднее время обслуживания заявки класса i в узле r,
( , ,..., ,..., )

( / ) ,  i=1, , r=1,R.

ir

ir ir i i ir iR

r r
ir j i jr

j L j i

b
a a a a

a b L

ν ϑ

π π
∈ ≠

 
 −  = 
 
 =
  

∑

   (10) 

 Таким образом В  есть параллелепипед, т.е.  выпуклое замкнутое множество  в  LRR+ . 

 Нетрудно видеть, что имеет место следующее свойство: 
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( ) ( ) ( ) ( )[( ) ( 0)]ir

jk

i i L j j L r r R k k R i j ϑ
ν
∂

∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ ≠ → <
∂


    (11) 

Более того, учитывая замкнутость  СеМО, можно утверждать, что зависимости    

( )  и  ( )ir ir ik ir ir jkaν ϑ ν ϑ ν= =     имеют гиперболический характер, см.рис.1 и 2. 

Из (11)  следует, что  

( ) ( ) ( )[( ) ( )]  ( )ir ir ir jk jk jki i L j j L k k R i j b bν ν ν ν∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ∧ ≤ ≤ → < ≤    (12) 

 Что  означает существование в СеМО узлов с ненулевыми средними значениями  времен 

ожидания. 

 Из (12) следует, что ( )B Bϑ ⊂ , т.е. оператор ϑ  отображает множество В  в себя,  причем 

имеет место строгое включение. 

 Непрерывность отображения  :  B Bϑ →   следует из непрерывности функций (5( и (6). 

 Следовательно оператор  ϑ  удовлетворяет на В   условиям теоремы Брауэра  [11], т.е. 

имеет в   В  неподвижную точку   *ν , которая  и есть решение системы уравнений (8).  Что и 

требовалось доказать. 

 Монотонность функций 1 2( , ,..., ,..., )ir ir i i ir iRv a a a aϑ=   по каждой из переменных  ira    и 

аддитивный  характер   зависимости  
j ( \ )

( / )r r
ir j i jr

L i
a vπ π

∈

= ∑   дают основание полагать, что 

решение системы (8)  единственное.  Однако вопрос доказательства единственности решения пока 

остается открытым. 

Конструирование метода решения системы уравнений (8). 

 В [9] для решения подобного типа уравнений предлагается метод простых итераций, а  

качестве начального приближения  используется   вектор  средних  значений времен обслуживания  

заявок в узлах: 

0 11 1 21 2 1 1( ,..., , ,..., ,..., ,..., ,..., ,..., )R R i iR L LRb b b b b b b bν =  

При этом ошибочно утверждается,  что итерационный  процесс 

1( ), 1, 2,3,...k k kν ϑ ν −= =  сходится в общем случае, а 

достаточным условием сходимости является выполнение условий: 
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1). 0ir

jka
ϑ∂

<
∂

  -  монотонное убывание   irν   от jka   и 

2). 
2

2 0ir

jka
ϑ∂

≠
∂

 - отсутствие точек перегиба  по jka . 

 Покажем,  что  l−∞  норма [10] матрицы Якоби  [ J ]   для   оператора ϑ  уравнения  (8)  

может быть больше 1. 

 Действительно 

, , 1,..., ,     , 1,...,ir ir ik

jk ik jkLRxLR LRxLR

aJ i j L r k R
a

ϑ ϑ
ν ν∞

∞ ∞

   ∂ ∂ ∂
= = = =   

∂ ∂ ∂      

   

 Для базовых СМО с абсолютными приоритетами имеем: 

( )( , 1,..., )  ( 0) ( ) ( 0)ir ir

ik ik

k r k r R k r k r
a a
ϑ ϑ   ∂ ∂

∀ ∀ = > → = ∧ ≤ → −∞ < <   ∂ ∂   
,     (13) 

  Для базовых СМО всех  остальных типов имеем: 

( , 1,..., )    ( 0) ir

ik

k r k r R
a
ϑ∂

∀ ∀ = −∞ < <
∂

    (14) 

 Кроме того, принимая во внимание   (5),  имеем: 

( )( 1,..., ) ( 1,..., )  ( 0) ( ) ( )
k
jik ik
k

jk jk i

a aj j L k k R i j i j
π

ν ν π
   ∂ ∂

∀ = ∀ = = → = ∧ ≠ → =   
∂ ∂      

 (15) 

 Поскольку, в силу (6)  и  (14),  справедливо  

( 1,..., ) ( 1,..., ) ( 1,..., ) ( 0) ir

ji

i i L k k R r r R
a
ϑ∂

∀ = ∃ = ∀ = <
∂

и всегда найдется такая 

матрица      P r = [p r
ij ] LxL   , что  будет иметь место следующее  соотношение,  означающее наличие в 

СеМО для заявок  приоритета   k   «редко»    посещаемого  узла j:  

   
1

( )
k
i ir
k
j ika

π ϑ
π

−
∂

>
∂

. А это значит, что норма    1J
∞
>   и,  следовательно,   не выполняются 

достаточные условия сходимости метода простых итераций   [12]    для   уравнения  (8).    Таким 

образом,  для нахождения решения системы уравнений (8) необходимо использовать 

итерационный метод более   «высокого» порядка. 
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Метод решения системы нелинейных уравнений (8). 

 Из  того  факта, что система (8) эквивалентна системе (9), а также из   монотонности  и 

выпуклости  зависимостей ( )ir ir jkν ϑ ν=    и линейного  аддитивного  характера зависимости    (5) ,  

следует, что оператор     ( ) ( ) 0ϕ ν ϑ ν ν= − =   удовлетворяет на   B  условиям   теоремы 

Канторовича  [12, с.491]. 

 Таким образом, для нахождения решения системы уравнений (9) и эквивалентной ей 

системы (8)  можно применить метод   Ньютона-Канторовича [13],  использующий обращение 

матрицы производных Фреше оператора ( )ϕ ν   и   обеспечивающий быструю (квадратичную) 

сходимость:    

[ ] 1
1 ( ) ( ),    0,1, 2,...n n n n nν ν ϕ ν ϕ ν−
+ ′= − =   здесь  ( )nϕ ν′  - производная  Фреше.  (16) 

 

 Учитывая тот факт, что основные затраты машинного времени приходятся на вычисление 

обратной  матрицы   [ ] 1( )nϕ ν −′  , для сокращения времени решения лучше использовать  

модификацию метода, при которой обратная матрица вычисляется только на первой итерации: 

[ ] 1
1 0( ) ( ),    0,1, 2,...n n n nν ν ϕ ν ϕ ν−
+ ′= − =       (17) 

 При этом последовательности  nν  и    0,1, 2,...n nν = сходятся к одному и тому же решению 

*ν . 

 Процесс поиска приближения к решению  *ν  начинается  с начального значения вектора 0ν  

,  в качестве которого выбираем вектор средних  времен обслуживания  заявок в узлах: 

0 11 1 21 2 1 1( ,..., , ,..., ,..., ,..., ,..., ,..., )R R i iR L LRb b b b b b b bν = . 

Заканчивается итерационный процесс по достижении заданной точности ε ,  когда норма   

1 ,   n =0,1,2,... n nν ν ε+ ∞
− < , где   n – номер итерации. 

Заключение. 

1. Разработан декомпозиционный  итерационный метод  оценки  средних значений 

времен пребывания заявок в узлах  для широкого класса замкнутых  сетей массового 

обслуживания с приоритетами и консервативными дисциплинами обслуживания, основанный на 
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декомпозиции исходной сети на совокупность  замкнутых СМО типа модели ремонтника, 

параметры которых связаны  системой нелинейных уравнений баланса. 

2. Доказаны  существование решения такой системы уравнений, а также 

невозможность гарантированного получения решения методом простых итераций. 

3. Обосновано, что в качестве  метода решения  полученной  системы уравнений 

баланса следует использовать модифицированный  метод Ньютона-Канторовича, обеспечивающий 

быструю сходимость итерационной процедуры. 

4. Возможности данного метода ограничены  перечнем известных на сегодня 

аналитических или численных решений для моделей типа модели ремонтника   [6], а также 

возможностями численного решения нелинейных уравнений типа (8) и (9). Метод Ньютона-

Канторовича  основан на обращении матриц, что поддерживается, например,  в таких 

программных системах как   MatLab и  MathCAD. 
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 This article deals with the method to estimate the average residence time in nodes of closed 

queuing networks with priorities and a wide range of conservative disciplines to be served. The method is 

based on a decomposition of entire closed queuing network into a set of simple basic queuing systems 

such as M|GI|m|N for each node. The unknown average residence times in the network nodes are 

interrelated through a system of nonlinear equations. The fact that there is a solution of this system has 

been proved. An iterative procedure based on Newton-Kantorovich method is proposed for finding the 

solution of such system. This procedure provides fast convergence to solution. Today possibilities of 

proposed method are limited by known analytical solutions for simple basic queuing systems of M|GI|m|N 

type.  
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