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Введение 

Ползучестью называется процесс нарастания остаточной деформации во времени 

при постоянной нагрузке или постоянном напряжении и температуре. 

Явление ползучести в принципе присуще всем материалам, но не все они обладают 

им в одинаковой мере. В металлах ползучесть обнаруживается лишь при высоких 

температурах, а в цветных металлах (свинец, медь и др.) может проявляться и при 

обычных температурах. Наиболее ощутим процесс ползучести в бетоне, грунтах, 

полимерах. Опыт показывает, что деформации ползучести могут быть весьма 

существенными и заметно влиять на работу конструкции. Известны случаи разрушения 

котельных труб под постоянным давлением вследствие ползучести материала. 

Накопление деформаций ползучести в лопатках и дисках турбин может привести к 

опасному уменьшению зазора между концами лопаток и кожухом двигателя, к 

заклиниванию и поломке лопаток. В других случаях чрезмерное удлинение детали в 

условиях ползучести может привести к уменьшению поперечного сечения и разрушению 

детали при напряжениях, гораздо меньших, чем те, которые она может выдержать при 

обычном статическомнагружениибез длительной выдержки под нагрузкой. Поэтому учет 

фактора ползучести имеет существенное значение для правильной работы конструкций 

при действии внешних сил. 

В данной работе рассмотрена модель ползучести толстостенной трубы и 

предложен алгоритм ее численного анализа. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим толстостенную трубу с внутренним радиусом a  и внешним ,b  

нагруженную внутренним и внешним давлениями 
a

p  и 
b

p  соответственно (см. рис.). 
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Будем считать, что с начала исследуемого промежутка времени (0, )T  деформации трубы 

находятся в области деформаций ползучести, причем для определения скорости 

деформаций ползучести выбран степенной закон зависимости от напряжений. Требуется 

найти поле перемещений ( , )u x t
�

 точек трубы в зависимости от времени t  и вектора 

координат x
�

 исследуемой точки трубы. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Так как объемные силы действия на трубу отсутствуют, то запишем уравнение 

равновесия для точек трубы [1]: 

 0,

e

kljikl
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C

x

ε∂

∂
=  

где 
jiklC - компоненты тензора коэффициентов упругости, e

klε - компоненты тензора 

упругих деформаций. Так как рассматриваемый процесс происходит в области 

ползучести, то для упругих деформаций справедливо следующее соотношение:

,e c

kl kl klε ε ε= − где 
kl

ε  - компоненты тензора полной деформации, c

klε  - компоненты тензора 

деформации ползучести. Таким образом, получим следующий вид для уравнения 

равновесия: 

 .
jikl kl jikl
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Закон ползучести выглядит следующим образом [2]:  

 ,
c

kl klε λσ ′= ��  
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где c

klε� - компоненты тензора скорости деформаций ползучести, 
3

kk
iji ijj

σ
σ σ δ′ = −  - 

девиатор напряжений (
ijδ  - символ Кронекера). Производная величины λ  определяется 

по следующей формуле:  

 
3

,
2

c

и

и

ξ
λ

σ
=�  

где 
1( )с n

и и иf aξ σ σ= =  - скорость интенсивности деформаций ползучести, 
3

.
2

ij iи j
σ σ σ′ ′=  - 

интенсивность напряжений, а параметры 1a  и n  зависят от используемого материала и 

температуры его испытаний. 

Дополним поставленную задачу граничными 11( ) ,
a

r a pσ = = − 11( ) 0r bσ = =  и 

начальными ( 0) 0c

kl tε = =  условиями. 

Алгоритм численного решения 

Рассмотрим итерационный способ решения поставленной задачи. Разобьем его на 

несколько этапов: 

1)  Численное решение задачи 

( ) ( 1)c

jikl jikl

j

m m

kl kl

j

C C

x x

ε ε −∂

∂ ∂
=

∂
 относительно ( )m

klε , где m - 

номер текущей итерации. Если 0,m = то значение ( 1)c
m

kl
ε −  следует брать с предыдущего 

временного слоя. По найденным значениям ( )m

klε  можно найти значения напряжений 

( )( ) ( ) ( 1)

klij ij

m m c m

kl ij
Cσ ε ε −−= и интенсивность напряжений .

u
σ  

2)  На следующем этапе производится численное решение обыкновенного 

дифференциального уравнения ( )1
.c

и

n

и
a σε =�  Процесс решения данного уравнения не 

является тривиальной задачей по нескольким причинам: значения функции правой части 

этого уравнения известны только на сетке, и поставленная задача может оказаться 

жесткой. Более подробно данный вопрос будет рассмотрен в разделе «решение ОДУ». 

После нахождения численного решения величину интенсивности скорости деформаций 

ползучести можно представить в следующем виде: 
( )

c

и

c c m

u u

t

ε ε
ε

+ ∆

∆
=�
�

, где c

uε
�

 - значение 

величины интенсивности скорости деформаций ползучести на предыдущем временном 

слое, ( )c m

uε∆  - приращение величины интенсивности скорости деформаций ползучести на 

текущей итерации метода относительно значения на предыдущем временном слое, t∆  - 

используемый шаг по времени. Отсюда находим ( ) .c m c c

u u utε ε ε∆ ∆ −=
�

�  
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3) Производится поиск величины 
(

)

(

(

)
) 3

2

c
m

и

и

m

mε
λ

σ
=

∆
∆  по уже известным величинам 

( )c m

иε∆  и ( )m

uσ . 

4) Нахождение приращения деформации ползучести на текущей итерации 

( ) ( ) ( )c m m m

ij ijε λ σ ′∆ = ∆  и поиск значения деформации ползучести 
( )c m

ijε . 

5) Проверка условия завершения итерационного процесса. Одним из возможных 

способов проверки сходимости метода является оценка разности приращения величин 

деформаций пластичности: 
1c( m ) c( m )

ij ij
,ε ε δ−∆ − ∆ <  где δ  - заданная наперед точность 

расчета. 

Далее рассмотрим реализацию двух вспомогательных задач алгоритма: численное 

решение задачи упругости и системы дифференциальных уравнений. 

Решение вспомогательной задачи упругости 

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: 0,
jikl kl

j

C

x

ε∂

∂
= где 
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r
ε ε =

∂
=

∂
, 

33 ,r
u

r
ϕϕε ε= =  а все остальные компоненты тензора деформаций равны нулю. Тогда 

данную задачу можно переписать в виде: 
2

2 2
2 0,( )

u

r

u
u

r rr

λ λ
λ µ

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
 где λ  и µ  - 

коэффициенты Ламе рассматриваемого материала трубы, вычисляемые по следующим 

формулам: ,
)(1(1 2 )
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λ

ν ν−+
=  

2(1
.

)
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+
 Начальные и граничные условия задачи: 
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Тогда разностная аппроксимация поставленной задачи выглядит следующим 

образом:  

1 1 1 1

2 2
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2
2 ) 0,i i i i i
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u u u u
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λ
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+ = 1,.., 1,i n= − 1,

b a
n

h

−
= +  где ,

i
r a ih= + h - 

шаг дискретизации задачи по пространству. Аппроксимация граничных условий: 

( ) 1 0 02 ,a

u u

h

u
p

a
λ µ λ+ + = −

−
   ( ) 12 .n n n
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u u
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u
p

b
λ µ λ−+ + = −

−

 
 

Матричная запись системы уравнений, описывающих данную задачу, представляет 

собой трехдиагональную матрицу, поэтому решение задачи следует искать при помощи 

метода прогонки. 
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Точное решение поставленной задачи имеет следующий вид [1]: 

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1
.a b a br

p a p b a b p p
u

E b a E r b a

ν ν− −
+

+ −
=

− −
 

Доопределим параметры задачи: пусть модуль Юнга рассматриваемого материала 

202·1E =  ГПа, коэффициент Пуассона 0.3,ν = внутренний радиус цилиндра 1a =  м, 

внешний радиус цилиндра 5b =  м, внутреннее давление 0,
a

p =  внешнее давление 

10
b

p =  кПа. 

Численные результаты расчета предоставлены в табл.1 и демонстрируют 

адекватность получаемых численных значений точному решению задачи ( ∆ − абсолютная 

ошибка метода, δ − относительная ошибка метода). При вычислении величины ошибок 

была использована евклидова норма вектора. 

Таблица 1 

Зависимость абсолютной и относительной ошибок от выбранного шага 

дискретизации 

,h мм  ,МПа∆  δ  

0.4  2·9 8010. −  2·1 9210. −  

0.2  2·2 4110. −  3·6 5910. −  

0.1  3·6 0110. −  3·1 9710. −  

0.05  3·1 5010. −  4·5 4210. −  

0.025  4·3 7510. −  4·1 4310. −  

 

Решение ОДУ 

Для численного решения обыкновенного дифференциального уравнения, 

описывающего скорость изменения интенсивности деформаций ползучести, необходимо 

выбрать метод, удовлетворяющий нескольким параметрам. Выбранный метод не должен 

требовать использования функции правой части в явном виде и должен быть применим 

для решения жестких задач. В данной работе было выбрано три метода для сравнения 

решений тестовой задачи [3]. 

Явный метод Эйлера. Пусть поставлена следующая задача Коши: ( , ),u f t u′ =  

0 ,t t>  0 0)(u t u= . Тогда метод Эйлера, записанный на сетке ,
k

t kτ=  0,1,...k = , выглядит 

следующим образом: 1 , ),(
n n n n

fy ty yτ+ = +  0,1,...,n =  0 0.y u=  Данный метод обладает 

первым порядком точности и не является А-устойчивым. 
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Явный метод Рунге-Кутты второго порядка точности, примененный к задаче 

Коши, описанной выше, записывается в виде: 1 ( , ),
n n

k f t y=  
2 1

, ,
2 2

n n
kt yk f

τ τ 
= + + 

 
 

1 2
.

n n
y y kτ+ = +  

Метод Гира второго порядка точности, записанный для поставленной выше 

задачи Коши, выглядит следующим образом: 
1 2

3
2 ,

1
( ).

22
n n n n ny y f ty yτ− −− + =  Данный 

метод является А-устойчивым, что делает его пригодным для решения жестких задач. 

Однако на каждой итерации метода приходится решать систему нелинейных уравнений, 

что несколько усложняет его реализацию. 

 Рассмотрим следующую тестовую задачу: 

2

1 2

2

1 2

1
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Здесь α  характеризует степень сложности тестовой задачи. Точное решение имеет 

следующий вид: 

1

2

( ) ,

( ) .

t

t

u t e

u t e

α

α−

 =


=
 

Время исследования системы T=1. Зависимость относительной ошибки численного 

решения от шага интегрирования представлена в таблицах 2 и 3 (для вычисления ошибок 

была выбрана евклидова норма вектора). 

Таблица 2 

Зависимость ошибки численного решения от шага интегрирования при 1α =  

1α =  0.02τ =  0.01τ =  35·10τ −=  31·10τ −=  

Метод Эйлера 2·2 0110. −  3·9 9810. −  3·4 9710. −  4·9 9210. −  

МРК 2-го порядка 4·1 6910. −  5·4 2010. −  5·1 0510. −  7·4 1710. −  

Метод Гира  4·1 2810. −  5·3 2710. −  6·8 2510. −  7·3 3310. −  

 

Таблица 3 

Зависимость ошибки численного решения от шага интегрирования при 10α =  

10α =  0.02τ =  0.01τ =  35·10τ −=  31·10τ −=  

Метод Эйлера 1·9 8810. −  1·9 5110. −  1·8 5210. −  1·3 9510. −  

МРК 2-го порядка 2·6 2410. −  2·1 5610. −  3·7 0210. −  4·4 0010. −  
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Продолжение таблицы 3 

Метод Гира 2·8 8110. −  3·9 7510. −  3·4 9210. −  4·3 0610. −  

 

По данным таблиц 2 и 3 видно, что при решении нежестких задач (табл. 2) 

численные решения, полученные при помощи метода Рунге-Кутты и метода Гира, 

демонстрируют похожие свойства, поэтому оптимальным является использование метода 

Рунге-Кутты по причине отсутствия необходимости решения нелинейной системы. Для 

решения жестких задач (табл. 3), следует выбрать метод Гира вследствие его свойств 

устойчивости. 
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