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Для начала рассмотрим, что же собой представляет метод наименьших квадратов. 

Пусть есть набор из n пар чисел (tk, xk), k = 1,2,…, n, где tk – независимая 

переменная (например, время), а xk – зависимая (например, индекс потребительских цен 

на определенный вид товара). Предполагается, что переменные связаны зависимостью: 

�� = ���� − �ср� + 
 + ��,  = 1,2, … , �, 
где a и b – параметры, неизвестные статистику и подлежащие оцениванию, а ek – 

погрешности, искажающие зависимость. Среднее арифметическое моментов времени 

�ср = (�� + ��+. . . +��)�  

введено в модель для облегчения дальнейших выкладок[1]. 

Параметры a и b линейной зависимости обычно оценивают методом наименьших 

квадратов, и затем восстановленную зависимость можно использовать для точечного и 

интервального прогнозирования. 

Метод наименьших квадратов был разработан великим немецким математиком К. 

Гауссом в 1794 г. Согласно этому методу, для расчета наилучшей функции, 

приближающей линейным образом зависимость x от t, следует рассмотреть функцию двух 

переменных: 

�(�, 
) = �(�� − ���� − �ср� − 
)��
���

. 
Оценки метода наименьших квадратов – это такие значения a* и b*, при которых 

функция f(a, b) достигает минимума по всем значениям аргументов. Чтобы найти эти 

оценки, необходимо вычислить частные производные от функции f(a, b) по аргументам a 
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и b, приравнять их к нулю[2]. Затем из полученных уравнений путем 

внутриматематических преобразований можно найти оценки a* и b*: 

�∗ = ∑ � ! "#$ ∑ � $ %# ∑ ! $ %#$ %#∑ ! &$ %# "#$�∑ ! $ %# �& ,                    (1) 


∗ = �ср = �#'�&'...'�$� .                          (2) 

Таким образом, восстановленная функция, с помощью которой можно 

прогнозировать, имеет вид  

�∗(�) = �∗�� − �ср� + 
∗.                          (3) 

Теперь перейдем непосредственно к анализу динамики индексов потребительских 

цен на нефтепродукты. Данные об индексах цен взяты с сайта федеральной службы 

государственной статистики[3], на котором собраны данные об индексах потребительских 

цен на различные группы и виды товаров и услуг в различных регионах Российской 

Федерации. Данные об индексах потребительских цен на нефтепродукты за 2006 г. 

показаны в таблице на следующей странице (таблица 1). Индексы цен за каждый месяц 

2006 г. представлены в процентном соотношении к декабрю 2005 г. 

Таблица 1 

Индексы потребительских цен на нефтепродукты за 2006 год в г. Москва 

Месяц Индекс цен, % 

Январь 99,9 
Февраль 100,3 
Март 100,4 
Апрель 100,5 
Май 100,3 
Июнь 100,4 
Июль 101,1 
Август 105,7 
Сентябрь 109,1 
Октябрь 109 
Ноябрь 108,9 
Декабрь 108,9 

 

Независимой переменной является каждый месяц 2006 года. Обозначим его 

латинской буквой t. Зависимая переменная – индекс цен, соответствующий каждому 

месяцу. Обозначим его латинской буквой X(t). Представленное в таблице количество пар 

чисел n = 12. 

Для того чтобы можно было проводить расчеты, поставим в соответствие каждому 

месяцу определенное число. Обозначим январь 2006 г. числом 1 (т.к. январь – первый 
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месяц в году), февраль 2006 г. – числом 2 (второй месяц в году), март 2006 г. – числом 3 и 

т.д. Итого получаем 12 цифр от 1 до 12. 

Теперь перейдем к обработке данных таблицы 1 с помощью метода наименьших 

квадратов. Для начала необходимо составить таблицу  исходных данных – пар чисел (t, 

I(t)) также в порядке возрастания значений параметра t (таблица 2).  

Таблица 2 

Оценивание динамики индексов потребительских цен на нефтепродукты с помощью 

метода наименьших квадратов 

i Месяц, ti 

Индекс 

потребительских цен, 

X(ti) 

ti
2 X(ti) ti 

1 1 99,9 1 99,9 

2 2 100,3 4 200,6 

3 3 100,4 9 301,2 

4 4 100,5 16 402 

5 5 100,3 25 501,5 

6 6 100,4 36 602,4 

7 7 101,1 49 707,7 

8 8 105,7 64 845,6 

9 9 109,1 81 981,9 

10 10 109 100 1090 

11 11 108,9 121 1197,9 

12 12 108,9 144 1306,8 

Сумма 78 1244,5 650 8237,5 

Среднее значение 6,5 103,7083 54,16667 686,4583 
 

Теперь с помощью формул (1) и (2) можно найти оценки параметров a* и b* и 

записать в виде формулы (3) восстановленную прогностическую функцию: 

�∗ = 686,4583 − 112 ∗ 1244,5 ∗ 78
650 − 112 ∗ 78� = 1,037, 


∗ = /ср = 103,7083. 
Таким образом, восстановленная линейная функция имеет вид: /∗(�) = 1,037(� − 6,5) + 103,7083. 
Изобразим на одном графике динамику индексов потребительских цен на 

нефтепродукты и найденную линейную функцию (рис.1): 
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Рис. 1. Графики динамики индексов потребительских цен на нефтепродукты в 2006 г. и 

восстановленной функции 

На рис. 1 видно, что восстановленная функция хорошо описывает динамику 

индексов цен. 

Из теории метода наименьших квадратов известно условие точности вычислений - 

при отсутствии ошибок в вычислениях сумма исходных значений должна равняться 

сумме восстановленных[4]. На основе этого условия сформулируем приблизительный 

критерий проверки правильности расчетов: |∑ [/(��) − /∗(��)]���� | ≈ 0,  

т.е. имеет место близость сумм X(ti) с суммами X*(ti). 

Проверим правильность расчетов в таблице 3. 

Таблица 3 

Проверка правильности расчетов, проведенных в процессе нахождения восстановленной 

функции 

Период, i 
Индекс цены, 

X(ti) 

Значение 

восстановленной 

функции, X*(ti) 

X(ti)- X
*(ti) [X(ti)- X

*(ti)]
2 

1 99,9 98,00641 1,893589744 3,5857 

2 100,3 99,04312 1,256876457 1,5797 

3 100,4 100,0798 0,32016317 0,1025 

4 100,5 101,1166 -0,616550117 0,3801 

5 100,3 102,1533 -1,853263403 3,4346 
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6 100,4 103,19 -2,78997669 7,7840 

7 101,1 104,2267 -3,126689977 9,7762 

8 105,7 105,2634 0,436596737 0,1906 

9 109,1 106,3001 2,79988345 7,8393 

10 109 107,3368 1,663170163 2,7661 

11 108,9 108,3735 0,526456876 0,2772 

12 108,9 109,4103 -0,51025641 0,2604 

Сумма   -0,000000000000497 37,9764 

 

В соответствии с данными таблицы 3 

4�[/(��) − /∗(��)]�
���

4 = 0,000000000000497. 
Такое значение в рассматриваемом случае вполне приемлемо, т.к. в процессе 

расчетов некоторые полученные значения были округлены. 

Для проверки точности восстановления зависимости, можно рассчитать 

доверительные интервалы для восстановленной функции X*(t). Они рассчитываются 

следующим образом[4]: 

/∗(�)верхн./нижн. = 7�∗�� − �ср� + 
∗8 ± :(;)<∗=�� + �!"!ср�&
∑ ! &$ %# "�!ср& ,         (4) 

где σ* - среднеквадратическое отклонение, U(γ) – квантиль стандартного нормального 

распределения порядка (1+ γ)/2. 

Среднеквадратическое отклонение рассчитывается по следующей формуле: 

<∗ = =∑ [/(��) − /∗(��)]����� � . 
<∗ = =37,976412 = >3,1647 = 1,779. 
Возьмем доверительную вероятность γ = 0,95. Тогда U(γ) = 1,96[4]. 

Рассчитаем доверительные границы индекса цен на нефтепродукты для момента 

времени t = 8 (то есть для августа 2006 года)  по формуле (4): /∗(8)верхн. = [1,037(8 − 6,5) + 103,7083] + 1,96 ∗ 1,779 ∗ 
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∗ = 112 + (8 − 6,5)�
650 − 12 ∗ 6,5� = 106,361	%, 

/∗�8�нижн. = 11,037�8 − 6,5� + 103,70832 − 1,96 ∗ 1,779 ∗ 
∗ = 112 + �8 − 6,5��650 − 12 ∗ 6,5� = 104,166	%. 
Это значит, что в августе 2006 года величина индекса потребительских цен на 

нефтепродукты должна колебаться в размере от 104,166 % до 106,361 %.  

По данным таблицы 1, реальная величина индекса цен на нефть в августе 2006 года 

была равна 105,7 %. Это значение входит в найденный доверительный интервал. Это 

значит, что восстановленная зависимость рассчитана верно и что график восстановленной 

функции на рис.1 хорошо описывает динамику индексов цен. 

Таким образом, можно сделать вывод, что восстановленная линейная зависимость 

довольно точно описывает динамику индексов потребительских цен на нефтепродукты за 

2006 г. в Москве. Но так получилось во многом благодаря тому, что для поиска 

восстановленной функции были взяты данные как раз за 2006 год. Сможет ли 

восстановленная зависимость так же хорошо описать динамику индексов цен на 

нефтепродукты за последующие года? Например, за 2007 и 2008 гг.? Ответив на этот 

вопрос, можно будет сделать вывод о том, может ли восстановленная функция, найденная 

с помощью метода наименьших квадратов, прогнозировать дальнейшее изменение 

индексов потребительских цен на нефтепродукты. 

Ниже приведена таблица с данными об индексах потребительских цен на 

нефтепродукты за 2006 – 2008 гг. (таблица 4) [3]. Индексы цен за каждый месяц 2006-

2008 гг. представлены в процентном соотношении к декабрю 2005 г. 

  Таблица 4 

Индексы потребительских цен на нефтепродукты за 2006-2008 года в г. Москва 

Месяц 
Индекс цен, 

 2006 год, % 

Индекс цен, 

 2007 год, % 

Индекс цен, 

 2008 год, % 

Январь 99,9 108,9 113,7 
Февраль 100,3 108,9 114,3 
Март 100,4 108,9 117,8 
Апрель 100,5 108,9 123,9 
Май 100,3 108,9 129,8 
Июнь 100,4 108,9 134,5 
Июль 101,1 108,8 138,9 
Август 105,7 109,1 139,2 
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Месяц 
Индекс цен, 

 2006 год, % 

Индекс цен, 

 2007 год, % 

Индекс цен, 

 2008 год, % 

Сентябрь 109,1 109,1 138,1 
Октябрь 109 109,45 134,8 
Ноябрь 108,9 110,9 126,65 
Декабрь 108,9 112,3 116,65 
 

Ранее упоминалось, что каждому месяцу 2006 года поставлено в соответствие 

определенное число для возможности проведения расчетов. То же самое необходимо 

сделать и с каждым месяцем 2007 и 2008 гг. для того, чтобы найти восстановленные 

значения индексов цен X*(t) за 2007 и 2007 гг. и продолжить график восстановленной 

зависимости, изображенный на рис.1. Если декабрю 2006 года поставлено в соответствие 

число 12, то тогда следующему месяцу – январю 2007 года – должно быть поставлено в 

соответствие следующее после 12-ти число - то есть, число 13. Для февраля 2007 года – 

число 14, для марта 2007 года – число 15 и т.д. 

Значения восстановленной функции и реальные значения индексов цен приведены 

ниже в таблице 5, которую можно увидеть на следующей странице. 

 

 Таблица 5 

Индексы потребительских цен на нефтепродукты за 2006-2008 гг. и восстановленные 

значения индексов цен 

Период, i Индекс цены, X(ti) 

Значение 

восстановленной 

функции, X*(ti) 

1 99,9 98,00641 
2 100,3 99,04312 
3 100,4 100,0798 
4 100,5 101,1166 
5 100,3 102,1533 
6 100,4 103,19 
7 101,1 104,2267 
8 105,7 105,2634 
9 109,1 106,3001 
10 109 107,3368 
11 108,9 108,3735 
12 108,9 109,4103 
13 108,9 110,447 
14 108,9 111,4837 
15 108,9 112,5204 
16 108,9 113,5571 
17 108,9 114,5938 
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18 108,9 115,6305 
19 108,8 116,6672 
20 109,1 117,704 
21 109,1 118,7407 
22 109,45 119,7774 
23 110,9 120,8141 
24 112,3 121,8508 
25 113,7 122,8875 
26 114,3 123,9242 
27 117,8 124,961 
28 123,9 125,9977 
29 129,8 127,0344 
30 134,5 128,0711 
31 138,9 129,1078 
32 139,2 130,1445 
33 138,1 131,1812 
34 134,8 132,2179 
35 126,65 133,2547 
36 116,65 134,2914 

 

Теперь можно изобразить динамику индексов цен и восстановленную функцию на 

одном графике и посмотреть, насколько хорошо восстановленная функция 

спрогнозировала значения индексов цен на нефтепродукты за 2007 и 2008 гг. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Графики динамики индекса потребительских цен на нефтепродукты в 2006-2008 гг. 

и восстановленной функции 
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Найдем по формуле (4) доверительные границы для момента времени t = 28 (то 

есть для апреля 2008 года): /∗(28)верхн. = [1,037(28 − 6,5) + 103,7083] + 1,96 ∗ 1,779 ∗ 

∗ = 112 + (28 − 6,5)�
650 − 12 ∗ 6,5� = 132,347	%, 

/∗�28�нижн. = 11,037�28 − 6,5� + 103,70832 − 1,96 ∗ 1,779 ∗ 
∗ = 112 + �28 − 6,5��650 − 12 ∗ 6,5� = 119,648	%. 
Это значит, что в апреле 2008 года величина индекса потребительских цен на 

нефтепродукты должна колебаться в размере от 109,648 % до 132,347 %.  

По данным таблицы 5, реальная величина индекса цен на нефть в апреле 2008 года 

была равна 123,9 %, а значение восстановленной функции для момента времени t = 28 

равно 125,9977 %. Оба значения входят в найденный доверительный интервал. Это 

значит, что прогноз динамики индексов потребительских цен на нефтепродукты с 

помощью восстановленной зависимости выполнен довольно точно и что график 

восстановленной функции на рис.2 позволяет с хорошей точностью оценивать динамику 

индексов цен за 2007-2008 гг. 

Проанализируем графики, представленные на рис.2.  

По данным с сайта федеральной службы государственной статистики (синяя кривая 

на рис.2), в период с января 2007 г. по ноябрь 2007 г. значение индекса цены на 

нефтепродукты в Москве не менялось по сравнению со значением на декабрь 2006 года. 

Далее мы видим резки рост значения индекса цены, который прекратился  июле – августе 

2008 г., после чего виден резкий спад значения, продолжающийся до конца 2008 года. С 

чем может быть связан резкий рост цены на нефтепродукты в Москве в 2008 году? 

Главной причиной этого является мировой экономический кризис, который начался в 

2008 году и не окончился до настоящего времени. Тогда цена на нефть к середине 2008 

года достигла максимальной отметки, после чего началось резкое снижение цены, 

продолжавшееся до конца 2008 года. 

Восстановленная функция (красная кривая на рис.2) монотонно возрастает с 

течением времени. Видно, что в период 2007-2008 гг. значения восстановленной функции 

и реальные значения индексов цен на нефть отличаются намного сильнее, чем в 2006 году. 
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Это связано с тем, что реальные значения индексов цен на нефть в 2007-2008 гг. не были 

использованы при расчете восстановленной зависимости. Но зато можно сделать вывод о 

том, что линейная зависимость в общих чертах смогла спрогнозировать динамику 

индексов цен на нефть за 2007-2008 гг. – в этот период цены на нефть возросли, что и 

показывает восстановленная функция на рис.2. 

Проанализировав результаты данной работы, можно сделать вывод, что данные о 

ценах на нефть, меняющиеся с течением времени (например, использованные в данной 

работе индексы цен на нефтепродукты), можно оценивать с помощью метода наименьших 

квадратов и пытаться с помощью найденной линейной зависимости прогнозировать 

динамику изменения цен в дальнейшем.  
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