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Целью работы является получение приближенного аналитического выражения для 

амплитудно-частотной характеристики двух-массовой системы (цепочки упруго-массовых 

элементов) с сухим трением. Колебания при этом  полагаются малыми, сухое трение - 

небольшим. Впервые разработано приближенное аналитическое решение поставленной 

задачи о вынужденных колебаниях системы. Действие сил сухого трения заменяется  

эквивалентным (по энергии) вязким сопротивлением. Идея замены сухого трения 

эквивалентным вязким сопротивлением используется в полной мере после приведения 

исходной колебательной системы к нормальным координатам. После этого, получаем два 

дифференциальных уравнения, каждое из которых аналогично уравнению вынужденных 

колебаний системы с одной степенью свободы, но для нормальной координаты. 

Далее, для каждого уравнения в отдельности применяется подход, изложенный в [2]. 

Колебательная система с двумя степенями свободы изображена на рис. 1, 2. 
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Рис. 1. Исследуемая колебательная система 

 

Она представляет собой цепочку упруго-массовых элементов. На рис. 1 m – означает 

массу груза, k – коэффициент линейной жесткости невесомой пружины. На левую массу m 

действует силы сухого трения �тр и вынуждающая сила �(�), изменяющаяся по 

гармоническому закону по времени �(�) 	= 	�0	
���. Здесь �0 – амплитуда возмущающего 

воздействия, p – частота, t – время. На правую массу сила сухого трения не действует. 

Примем обобщенные координаты. x1 и x2 (рис.1). Для составления дифференциальных 

уравнений движения системы используем уравнение [6]: 

m���	�� = ∑ ���	����1 , где i=1,2…	; N – количество сил.  

Силы, действующие на массы m, изображены на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Силы, действующие на рассматриваемую колебательную систему 
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С учетом рис .2 уравнения движения системы имеют вид: 

����� + 2"�� − "�$ = −�тр + �%	
���                                       (1) 

−"�� +�$��$ + 2"�$ = 0.                                                   (2)  

Частные решения уравнений (1), (2) ищем в виде [2]; при этом �тр = 0, 	�0 = 0.	 
�� = '	
�((� + )), �$ = *	
�((� + )), 

Обозначим безразмерную частоту колебаний: 

(+ 	2 = (	2 ,� . 

Частотное уравнение системы имеет вид [3]: 

(+ 	- − 4(+ 	2 + 3 = 0 

Отсюда собственные частоты колебаний равны [2]: 

(+�,$	$ = 2 ± 1,  (+1
	2 = 1; (+2

	2 = 3. 

Коэффициенты формы колебаний            

/012� = 3� , где  4 = 1, 2 

3� = 1, 3$ = 1. 

Формула колебаний дискретных систем 51,	52 имеют вид [2] (рис. 3, рис. 4): 

51 		− 		 6116 , 								52 			− 			 6
1

71
6                                             (3) 

 

                            		51 

 

 

Рис. 3. Формы колебаний дискретной системы 	5�  
 

                           

                            		5$ 

 

 

Рис. 4. Формы колебаний дискретной системы 	5$ 
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Введем нормальные координаты  8 и 	9  по уравнениям с учетом форм колебаний 	51  

и 	52: 

�1 = 8 + 9, �2 = 8 − 9.                                         (4) 

Подставим �1,	�2 - (4) в уравнения движения системы осцилляторов (1) и (2): 

�9� + �8� + "9 + 3"8 = −�тр + �%	
���                                    (5) 

�9� − �8� + "9 − 3"8 = 0 .                                               (6) 

Суммируя уравнения (5) и (6) и вычитая из (5) уравнения (6) получим уравнения  для 

колебаний координат	8 и 	9   

2�9� + 2"9 = −�тр + �%	
���.                                    (7) 

Ограничимся	рассмотренем	только	колебаний	системы	по	первому	тождеству	с	
частотой	

(+�	$ = 1.	
Полагая	вынужденные	колебания		9	∗	равными:	

9	∗ = T	
�(��−∝)	.																																																				(8)	
	 Вычислим	коэффициент	вязкого	сопротивления	аналогично	[1],	[7]:	
	 Пусть	 à = $b

c ,	тогда	работа	сил	трения	за		 à,	будет:		
'dтр(`e) = +4T�тр	.																																																														(9)	

	 Работа	сил	вязкого	сопротивления	'i	с	коэффициентом		j�	равна:	

'i = k j�9	l ∗$m� =
na

%
jok T$�$�4p$(��−∝)m�

na

%
, или	

'i = j�T$�$ nq$ = j�T$�$
$b
$c = j�rT$�.																																																													(10)	

	 Сравнивая (9) и (10), получим	j�:	
j� = -sdтр

bstc =
-dтр
bsc																																																																							(11)	

Ф = j$ v	l t$ 	.																																																																					(12)	
 C учетом (12) –		Ф	–	функция Рэлея уравнения вынужденных колебаний принимает  
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вид: 

2�9� + j19l + 2"9 = �%	
���                                                 (13) 

 В каноническом виде (13) будет: 

 

9� + 2p19l + (�$9 = ℎ ∙ 	
���                                                 (14) 

Здесь p� – коэффициент затухания,   p� = iz-, , 
 
(�$ – частота свободных колебаний системы  1-ого типа без сил трения. 

(�$ = �, ,  ℎ = d{$, – приведенная амплитуда внешнего воздействия. 

 Частное решение (14)  9 l ∗ (вынужденные колебания) будет [3], [8]: 

9 l ∗ = |
}(~zt7�t)t�-�zt�t cos (��−∝)                                               (14) 

 Отсюда 

          T =
d{ $,�

�( ��7�t)t�-(µzt ��,t� )�t     с учетом (16) 

T$( �, − p$)$ + �-,t ∙ ��dтрt
bt = �% 2��    �тр = ��5,  где        (16) 

 5 − коэффициент трения 1-ого рода [1].  Отсюда 

T = ± �
( ��7�t)t } d{$, − -bt �t�t . 

Полученная функция D(p) является приближенной амплитудно-частотной 

характеристикой системы. 
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