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Изучение броуновского движения является одной из важных задач теоретической 

физики. Хорошо разработанная за последнее столетие теория броуновского движения и 

диффузии является приближенной [1,2]. Таким образом, уточнение теории броуновского 

движения становится актуальной задачей. 

Было получено характеристическое уравнение, позволяющее описать броуновское 

движение с учетом флуктуации коэффициента вязкого трения. 

� ��
�� + ��� = 	 + 
�� − ����.               (1) 

Слагаемое, учитывающее флуктуацию коэффициента вязкого трения ���. 

��	 - случайный процесс, описывающий воздействие частиц среды на 

броуновскую частицу. 

Представленное уравнение  (1) в виде дифференциального уравнения Ито [3] имеет 

вид: 

�� = 	����� − ������ + �����,     (2) 

где ���� и ���� - процессы с независимыми приращениями. 

Далее считается, что процесс ����, описывающий флуктуации коэффициента 

вязкого трения представляет собой пуассоновский процесс с единичными приращениями 

[3], характеристическая функция которого имеет вид: 

�����, �� = exp��exp� !���"� − 1�$%�&,    (3) 
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где  !� = "'(' – дисперсия пуассоновского процесса ����, а $% - интенсивность этого 

процесса. Постоянная времени (' = 1/$% характеризует среднее время между очередными 

соударениями частиц среды с броуновской частицей. 

Процесс ���� описывает случайные воздействия частиц среды на броуновскую 

частицу и в общем случае представляет собой обобщенный пуассоновский процесс, 

задаваемый характеристической функцией [3] 

����� , �� = exp *+exp +− ,
- !���-. − 1. $%�/,  (4) 

где !� = -�0
12

34
�  – дисперсия пуассоновского процесса ����, характеризующая воздействие 

частицы среды на броуновскую частицу при единичном соударении. 

Согласно [4] уравнение для характеристической функции в случае 	 = 0 имеет вид 

��6 = 678,-978,-� √;6�,																																				�5 
где 

= = "'$% 

; = -1234
�0� . 

Решением характеристической функции (12) является 978>
?
� √;6� - 

цилиндрическая функция [5]. 

Разложим функцию распределения по полиномам Эрмита. Функция распределения 

будет иметь вид 

@�A = B�� − C
3! BF�� + "

4! BH�� + ⋯,																								�6 
где 

C	- коэффициент асимметрии функции распределения 

" – эксцесс функции расределения 

B�� - нормальная функция распределения 

B�� = �,-
�2LCM,-

exp N− ��-
2CMO. 
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Определим первые четыре момента функции распределения скорости броуновской 
частицы. 

При = = 1 моменты будут иметь вид 

!, = Q��6
 Q6 R

ST'
= −UVFWS√19L6 = 0, 

!- = Q-��6
� Q6- R

ST'
= UVFWS√19L�−1 + 386 = −√19L, 

!F = QF��6
� Q6F R

ST'
= 76UVFWS√19L�1 − 196 = 76√19L, 

!H = QH��6
� Q6H R

ST'
= 1444UVFWS√19L�−3 + 386 = −4332√19L, 

которые, в свою очередь, позволяют найти первые четыре кумулянта: 

[, = 0, 
[- = −√19L, 
[F = 76√19L, 

[H = −4332√19L. 
Кумулянты дают возможность вычислить ассиметрию функции распределения 

C = 1.25 

И эксцесс 

" = −563 

Для случаев = < 1 не представляется возможным вычислить моменты. Первые 

моменты равны нулю, остальные моменты стремятся к бесконечности. 

Ассиметрия полученной функции распределения уменьшается с увеличением 

дисперсии. С уменьшением массы частиц, различие между полученной функцией 

распределения и  нормальной функцией становится менее заметным. 

C = �F]F, 
C – коэффициент ассиметрии, �F −	центральный момент третьего порядка, ] −

	среднеквадратичное отклонение. 
Эксцесс полученной функции распределения отрицательный, это значит что пик 

«заострен» меньше, чем пик у нормальной функции распределения. С уменьшением 
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массы частиц и увеличением дисперсии, коэффициент эксцесса уменьшается по 

абсолютной величине. Отличие полученной функции распределения от нормальной 

функции уменьшается. 

" = �H]H − 3, 
" −	коэффициент эксцесса, �H −	четвертый центральный момент. 

С увеличением массы частиц, различие между полученной функцией 

распределения и нормальной растет в абсолютном (рис. 1.) и относительном значении 

(рис. 2.). 

 
а) б) 

Рис. 1. Разница между полученной функцией распределения и нормальной а) для атома Au   

массой 196 а. е.;  б) для атома F  массой 19 а. е. 
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а) б) 

Рис. 2. Отношение полученной функции распределения к нормальной а) для атома Au 

массой 196 а. е.;  б) для атома F  массой 19 а. е. 

 
С увеличением температуры, максимальная разница между полученной функцией 

распределения и нормальной уменьшается, но происходит «растекание» вдоль оси 
скоростей (рис 3.). 
 

 
а) б) 

Рис. 3. Разница между полученной функцией распределения и нормальной а) для атома F 

при T=200;  б) для атома F при T=400; 
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Очевидно, что мера Кульбака процесса, описываемого уравнением (7), растет с 
увеличением температуры среды (рис. 8). Чем больше температура среды, тем больше 
описываемый процесс отличается от равновесного. Аналогичная зависимость меры 
Кульбака от массы броуновских частиц. С ростом массы броуновских частиц, процесс все 
больше отличается от равновесного. 

 
Рис. 8. Зависимость Меры Кульбака от температуры окружающей среды при 

постоянном значении массы броуновских частиц 

 
Таким образом, различие между полученной функцией распределения и 

нормальной растет с увеличением массы броуновской частицы и температуры 

окружающей среды. 
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