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В предлагаемой заметке исследовано линейное интегральное уравнение Фредгольма второго 

рода. Для приближенного решения в пространстве гладких функций предложен и теоретически 

обоснован новый вариант метода моментов. Полученная в статье оценка хорошо согласуется с 

оценкой для обычного метода моментов для уравнений второго рода в пространстве 

непрерывных функций. Разработанный метод устойчив относительно малых возмущений 

исходных данных. Если уравнение второго рода хорошо обусловлено, то приближенное 

уравнение также хорошо обусловлено. Показано, что построенный метод является 

оптимальным по порядку точности среди всех полиномиальных проекционных методов 

решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода в пространстве гладких функций. 

Ключевые слова: интегральное уравнение Фредгольма второго рода, приближенное решение, 

метод моментов, теоретическое обоснование 

 

Введение 

Рассмотрим линейное интегральное уравнение второго рода (УВР) 

 )())(()())(( tytKxtxtAx      ])1,0[(  It , (1) 

где 
1

0

,)(),())(( dssxstKtKx  )()(),(),( )(2)( ICtyICstK mm   – известные функции, а )(tx  

)()( IC m
 – искомая функция.  

Уравнения Фредгольма второго рода возникают во многих областях современной 

математики и ее приложений. В качестве иллюстрации можно привести работы [1]–[5] и 

многие другие.  

Теория точных и приближенных методов решения УВР достаточно хорошо 

разработана. Полученные результаты можно найти, например, в справочных пособиях 

Иванова В.В., Верланя А.Ф. и Сизикова В.С.  
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Однако установлено [6], что по норме пространства непрерывно дифференцируемых 

функций классические проекционные методы дают более низкую точность приближения, 

чем по норме пространства непрерывных функций. В работе [7] дано обоснование 

специального варианта метода коллокации решения уравнений вида (1) в указанном 

пространстве, и установлена его неулучшаемость по порядку. В статье [8] предложенные 

идеи применены для разработки варианта метода коллокации, основанного на 

интерполяционных многочленах Эрмита–Фейера.  

В данной заметке разработан и теоретически обоснован в смысле [9, гл. 1] 

специальный вариант метода моментов решения уравнения (1) в пространстве гладких 

функций, при этом были использованы результаты и методы работ [7]–[8], [10]–[13]. 

Более того, установлено, что построенный метод является оптимальным по порядку среди 

всевозможных полиномиальных прямых проекционных методов решения уравнения вида 

(1).  

Структура работы следующая. В первой части введено используемое в дальнейших 

исследованиях функциональное пространство, построены элементы теории приближения 

в нем; во второй – разработан метод приближенного решения; наконец, третья часть 

посвящена вопросам оптимизации.  

1. Основное пространство 

Пусть )(ICC   – класс функций, непрерывных на отрезке I, с чебышевской нормой. 

Через )(mCY   )}0{( Nm  будем обозначать пространство функций, имеющих 

непрерывную производную порядка m. Очевидно, что CC )0( . Следуя [10], введем в этом 

пространстве норму 

 





1

0

)( )0(
m

i

i

CY
yDyy      )( Yy , (2) 

где )()()( YφtφφD m  . При 0m  считаем, что yDy   и 
CY

yy  . Известно 

(например, [10]), что функции из Y имеют вид 

 





1

0

)()(
m

i

i

itctty , (3) 

где )())(()( YyYtJDyt  , 





t

m dssφst
m

tφJ
0

1 )()(
)!1(

1
))((  )( C , !/)0()( iyñ i

i   

)1,0(  mi . При 0m  возьмем φφJ  . Кроме того, Y по норме (2) вложено в C и полно 

(например, [9]). 

Если Ystθ ),(  по переменной s равномерно относительно t, то будем писать, что 

sYstθ ),( . Обозначим также через lH  класс полиномов степени не выше l. 

При обосновании специального варианта метода моментов важную роль будет 

играть  
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Лемма 1. Пусть .,),( NnYstθ s   Тогда найдется такая функция ),( stψ  

sYnstψ  );,( , что будет справедлива оценка  

),()(),()( 1 Istθεstψθ t

n   , 

где )1,0()0,()(),,()(),(,)()()( )(
1

0

111  




 mitθtgstθDsthgEhEθε i

sis

m

i

in

t

n

t

n , )(1 φEn  

– наилучшее равномерное приближение непрерывной функции )(tφ  многочленами 

степени не выше 1n  )1( n . 

Доказательство. В силу (3) имеем 

 !./)(),()(),(
1

0

istgsthJstθ i
m

i

is 




   (4) 

Далее, пусть ),(1 sth t

n  и )(1 tg i

n  – алгебраические многочлены степени 1n  наилучшего 

равномерного приближения для функций ),( sth  (по аргументу t) и )(tgi  )1,0(  mi  

соответственно. Рассмотрим функцию 
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



     (5) 

Тогда из (4) и (5) следует требуемая оценка: 
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Пусть линейный оператор 1:   mn

D

mn

D

n HYFF  определен по правилу  

 





1

0

)( !/)0())(())((
m

i

ii

n

D

n itytDyJFtyF , (6) 

где 1:  nn HCF  – отображение Фурье по системе смещенных многочленов Чебышева 

первого рода  

 ),1,1())12(arccos(cos
2

)(
~

 njtj
π

tT j   ,
1

)(
~

0
π

tT   (7) 

система )1,0()(
~

 njtTj  ортонормированна на отрезке I по  весу  

 212)(
2

1
)(  tttρ  . (8) 

Справедлива следующая  

Лемма 2. Если Yy , то  

а) 
D

n

D

n FF )(
; 

б) ;)1(ln
1

NnnF
mnHY

D

n 

  

http://technomag.bmstu.ru/


Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 242 

в)   ;)(ln)(1 YynDyEOyFy n
Y

D

n    

г) 
)()( DyEyE nmn  , 

где символ   означает слабую эквивалентность. 

Доказательство аналогично доказательству соответствующих результатов в [10]–

[12], при этом существенно используются соотношения (2), (3) и (6). 

2.  Обобщенный метод моментов  

Пусть исходные данные в УВР (1)  удовлетворяют условиям 

 )(),)(( 2ICstKDt  ,  Yy ,  (9) 

а Yx  – искомая функция вида (3).  

Решение yAx 1*   уравнения (1) приближаем многочленом 

 





1

0

))(()(
m

i

i

innn tctJztx ,    )()(
1

0

Nntctz
n

i

i

in 




. (10) 

Очевидно, что 1)(  mnn Htx . В соответствии с предлагаемым методом неизвестные 

параметры )1,0(  mnici
 находим из системы линейных алгебраических уравнений  

 










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);1,1(0)(
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1

0

miyAx
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  (11) 

Проведем обоснование вычислительной схемы (1), (9)–(11)  

Теорема 1. Пусть ядро интегрального оператора A уравнения (1) тривиально, а 

функции ),)((),)((),( stKDDstθDsth tss  , )0,()()( )( tKDtg i

sti   и ))(( tDy  принадлежат 

классу Дини-Липшица. Тогда найдется такой номер N, что при Nn   приближенные 

решения )(* txn , построенные на основе условий (10), (11), существуют, единственны и 

сходятся к точному решению )(tx
 уравнения (1) по норме пространства Y, причем  

 
















 


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 nDyEgEhEOxx
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i
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n
Y

n ln)()()(
1

0

111

**
. (12) 

Доказательство. Линейное интегральное уравнение (1) будем рассматривать как 

операторное уравнение вида 

 ),( YyxyKxxAx  .  (13) 

Обозначим через YYn   класс 1mnH  полиномов ny  степени не выше 1mn . 

Тогда система уравнений (10)–(11) эквивалентна операторному уравнению  

 ),( n

D

nn

D

nn

D

nnn

D

nnn YyFxyFKxFxAxFxA  . (14) 

В самом деле, пусть 
*

nx  – решение уравнения (14), т.е.  

0)(  yAxF n

D

n . 
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Отсюда в силу  (6) получаем:  

0!/)0()()))(((
1

0

)(**  




m

i

ii

nnn ityAxtyAxDJF  

или  

 ;0)))((( *  tyAxDF nn   0)0()( )(*  i

n yAx   )1,0(  mi . (15) 

Для доказательства того, что система (15) преобразуется в операторное уравнение 

(14), необходимо провести те же самые выкладки, только в обратном порядке. 

Покажем теперь, что операторы A и nA  близки на nY . Учитывая (13), (14) и лемму 2, 

для любого элемента nn Yx   получим 

 )ln)(( 1 nDKxEOKxFKxxAAx nn
Y

n

D

nnYnnn  .  (16) 

С целью оценки величины )(1 nn DKxE   построим функцию  
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где  ),( stψ  взята на основании леммы 1. По виду ),( stψ  видно, что 1)()(  mnn Htx . 

Теперь, используя (3), (17) и лемму 1, последовательно выводим 
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Следовательно, из (16) и (18) получим  
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Поскольку функции ),( sth  (по t) и )(tg i )1,0(  mi  удовлетворяют условию Дини-

Липшица, то на основании теоремы Джексона (например, [14, с. 86]) получим, что 

)()1()(  noε n
. Поэтому из теоремы 7 [9, с.19] при всех n таких, что 1)(1   n

n εAq , 

следует непрерывная обратимость операторов nnn YYA :  и ограниченность по норме 

обратных операторов:  

):()1( 1111

nnnnn YYAqAA   . 

Правые части уравнений (13) и (14) в силу леммы 2 удовлетворяют условию 

 
  ).ln)(( 1 nDyEOyFyν n

Y

D

n

n

  (20) 

Теперь благодаря неравенствам (19), (20) и теореме Джексона (например, [14, с. 86])  

из теоремы 7 [9, с.19] следуют утверждения теоремы 1 с оценкой (12). 
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Следствие 1. Пусть функции ),( sth  (по t), )(tg i )1,0(  mi , ))(( tDy  r раз 

непрерывно дифференцируемы на I и производные αLiptDytgtsth rr

i

r

t )()(),(),ïî(),( )()()(
 

)10(  α . Тогда в условиях теоремы 1 справедлива оценка 

.,...)2,1,0()ln(**   rnnOxx αr

X
n  

Для приложений может быть удобной  

Теорема 2. Если УВР  (1) обладает решением вида (3) при данной правой части 

Yy  и приближающий оператор AFA D

nn   имеет
 

непрерывный обратный, то 

погрешность приближенного решения nn Yx *
 для правой части n

D

nn YyFy   можно 

представить в виде 

)ln)(( *

1

** nzEOxx n
Y

n  . 

Доказательство.  Поскольку AFA D

nn  , то в силу теоремы 5 [9, гл. 1] имеем 

 
Y

n

D

nn
Y

n xxAFAExx ))(( *1**  
 , (21) 

где E – единичный оператор в пространстве Y, а nx  – пока неизвестный элемент, который  

выберем так, чтобы правая часть равенства (21) была минимальной, а именно, возьмем 

Yxn   такой, что  

)(inf *

1

**

1

xEfxxx mn
Y

n
HfY

n
mnn







. 

Тогда из (21) и леммы 2 следует доказываемое утверждение. 

Следствие 2. Пусть в условиях теоремы 2 компонента )(* tzn  решения )(* txn УВР (1) 

принадлежит классу Дини-Липшица. Тогда последовательность )}({ * txn  сходится к 

точному решению )(* tx
 
по метрике пространства Y. 

Замечание. Так как ÑÑ )0( , то при 0m  уравнение (1) преобразуется в 

аналогичное уравнение в пространстве C, а предложенный в статье метод превращается в 

известный метод моментов, причем ),(),( stKsth  , )()()( tytDy   и оценка (12) хорошо 

согласуется  с известной оценкой [13] метода моментов решения уравнений второго рода 

в классе C. 

В заключение данного пункта отметим следующие важные для приложений факты. 

Теорема 3. В условиях теоремы 1 справедливы утверждения: обобщенный метод 

моментов для уравнения (1) устойчив относительно малых возмущений элементов 

системы (11); если уравнение (1) хорошо обусловлено, то аппроксимирующее уравнение 

(14) тоже хорошо обусловлено. 

Доказательство следует из теорем 11, 13 [9, с. 23–25] с учетом того, что при 

выполнении условий теоремы 1 операторы, обратные к операторам nA , ограничены по 

норме в совокупности (хотя бы при достаточно больших n). 
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3. Оптимизация проекционных методов решения УВР 

Пусть Y – банахово пространство, а nY  – его произвольное подпространство, 

nYdim  )(nNN  , причем ).(  nN  Пусть }{ nn   – совокупность линейных 

операторов nn YY  : . Рассмотрим классы линейных операторных уравнений, каждое из 

которых имеет одно и только одно решение: 

 ),( YyxyAx   , (22) 

 ),,( NnXxyAx nnnnnnn   . (23) 

Пусть, далее, Yx *  и nn Yx *  – соответственно решения уравнений (22) и (23), а 

}{ f  – множество коэффициентов уравнения (22), которое порождает класс }{ ** xY   

искомых функций. 

Следуя [9, с. 40], величину 

 );;(infinf)(
,

nn
YX

N YVV
nnnn




, (24) 

где 

,sup);;(sup);;( **

** X
n

Xx
nn

f
nn xxYfVYV 



 

будем называть оптимальной оценкой погрешности всевозможных прямых проекционных 

методов )( nn   решения уравнения (22) на классе  . 

Пусть существует пространство YYn 0  размерности )(nN  и операторы 

00 : nn YY   )( 0

nn  , при которых 

 ).();;()( 00  NYVV nnN    (25) 

Тогда метод (22)–(23) при 00 , nnnn YY   называется оптимальным по порядку на классе 

  среди всевозможных прямых проекционных методов )( nnn   решения уравнений 

(22) [9, с. 40]). 

Рассмотрим оптимизацию на классе однозначно разрешимых (равномерно 

относительно K ) УBР (1) при ),( stK  (по t), 

})();(|)({)( )()(   ωfωICfHty rmrmrm

ω , где )(ωω  – некоторый заданный 

модуль непрерывности, ,...2,1,0r  Тогда имеем 

rm

ω

rm

ω HHytKyAxYxX   *}),ïî(;|{ ***
     )( * ωω  . 

Пусть, далее, ,1

0

 mnn HY  а )2(

nn   – семейство всех полиномиальных 

проекционных )( 2

nn   операторов 0: nn YY  , удовлетворяющих условию 

)1()( 1 onωn r

n  
 )( n . 

Теорема 4. Если )2(, nn

rm

ωH   , то  

 )(ln)()( 1 mnNNNωNV r

N     (26) 
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и обобщенный метод моментов оптимален на классе   среди всевозможных 

полиномиальных прямых проекционных методов решения УВР (1). 

Доказательство. В соответствии с результатами пунктов 1 и 2 обобщенный метод 

моментов порождает проекционный оператор 00 : n

D

nn YYF  , причем в силу леммы 2 

)2(

n

D

nF  . Далее, учитывая теорему 2 и теорему Джексона (например, [14, с. 86]), 

последовательно получим: 

 
 

)ln)((sup);;()( *

1

0*0

*
*

nzEOxxYFVV n
Y

n
Hx

n

D

nN
rm

ω

 

 )()ln)(()ln)(( 011 yFAxFNNωNOnnωnO D

nn

D

n

rr   . (27) 

Для получения нижней оценки воспользуемся тем, что  УВР (1)  при  0),( stK  

принадлежит рассматриваемому классу однозначно разрешимых в пространстве Y  

уравнений. Имеем: 


  Y

D

n
Hy

X
n

Hx
N yFyxxV

rmnnrmnn
ω

)2(

*ω

*
)2(

supinfsupinf)( **

 

 

,supinfsupinf
ω

)2(

ω

)2( Cn
HDyPC

D

n
Hy

DyFDyyDFDy
rnnrmnn


 

 (28) 

где }{Ρ )2(

nn P
 
– множество алгебраических полиномиальных операторов 1:  nn HCP , 

удовлетворяющих условию nn PP 2  и обладающих свойством )(0)ω( 1  nnnP r

n

. Из леммы 2 ясно, что )2()2(

nnnn P  . Так как ([9, с. 171]) 

 nnndzPz r

Cn
HzP rnn

ln)/1ω(supinf 1

ω

)2(




 , (29) 

то из (28) и (29) получаем нижнюю оценку 

 NNNdV r

N ln)/1(ω)( 2

 . (30) 

Из соотношений (25), (27) и (30) следует утверждение теоремы с оценкой (26).
 

Следствие 3. Пусть ,...).1,0,1α0()(α   rMH rm  Тогда верна оценка 

)(ln)( α mnNNNMV r
N   , 

и этот оптимальный порядок реализует предложенный выше вариант метода моментов. 

Заключение 

В статье разработан специальный вариант метода моментов, приспособленный к 

решению интегральных уравнений Фредгольма второго рода в пространстве гладких 

функций. Кроме того, установлено, что рассмотренный метод является устойчивым 

относительно малых возмущений исходных данных и оптимальным по порядку точности 

среди всех полиномиальных прямых проекционных методов. Для теоретического 

обоснования был использован предложенный Габдулхаевым Б.Г. вариант общей теории 

приближенных методов анализа. 
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Полученные в работе оценки хорошо согласуются с известными результатами по 

решению уравнений второго рода в классе непрерывных функций. 

Использованные идеи и методы могут быть применены при разработке ряда новых 

полиномиальных и сплайновых методов решения уравнения (1) в пространстве гладких 

функций. 
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We consider the linear Fredholm integral equation of the second kind, where the kernel 

and the free term are smooth functions. We find the unknown function in this class as well.  

Exact and approximate methods for the solution of linear Fredholm integral equations of 

the second kind are well developed. However, classical methods do not take into account the 

structural properties of the kernel and the free term of equation.  

In this paper we develop and justify a special variant of the moment method to solve this 

equation, which takes into account the differential properties of initial data. The proposed paper 

furthers studies of N.S Gabbasov, I.P. Kasakina, and S.A Solov’eva. We use approximation the-

ory, version of the general theory of approximate methods of analysis that Gabdulkhayev B.G 

suggested, and methods of functional analysis to prove theorems. In addition, we use N.S. 

Gabbasov’s ideas and methods in papers that are devoted to the Fredholm equations of the first 

kind, as well as N.S. Gabbasov and S.A Solov’eva’s investigations on the Fredholm equations of 

the third kind in the space of distributions.  

The first part of the paper provides a description of the basic function space and elements 

of the theory of approximation in it.  

In the second part we propose and theoretically justify a generalized moment method. We 

have demonstrated that the improvement of differential properties of the initial data improves the 

approximation accuracy. Since, in practice, the approximate equations are solved, as a rule, only 

approximately, we prove the stability and causality of the proposed method. The resulting esti-

mate of the paper is in good agreement with the estimate for the ordinary moment method for 

equations of the second kind in the space of continuous functions. 

In the final section we have shown that a developed method is optimal in order of accuracy 

among all polynomial projection methods to solve Fredholm integral equations of the second 

kind in the space of smooth functions.  

We recommend using a developed method in case when the initial data are continuously 

differentiable functions, and moreover, the accuracy of the approximate solution is necessary to 

estimate by the norm of the space of smooth functions.  
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Similarly, we can develop other polynomial and spline methods for the approximate solu-

tion. 
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