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Математическая модель 

Рассматривается относительное движение «ведомого» аппарата относительно 

«ведущего», находящегося на круговой орбите. 

Ось 0x  направлена вдоль радиус-вектора «ведущего» КА, ось 0z  вдоль вектора 

орбитального углового момента, ось 0y  дополняет оси до правой тройки векторов. 

Положение каждого КА группы задается относительно «виртуального ведущего» КА – 

точка в пространстве, относительно которой задается конфигурация группы. 

Относительное невозмущенное движение пары КА описывается системой 

уравнений Клохесси-Уилтшира [1]: 
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где 3n aµ= , µ  – гравитационный параметр, a  – длина большой полуоси  эллипса 

или радиус круговой орбиты «ведущего» КА. 

Решение системы уравнений может быть представлено в матричном виде: 

0,X AX=  

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,
T

X t x t y t z t x t y t z t= & & &  – вектор состояния, 0X  – вектор 

начальных условий для решения задачи Коши. Матрица состояния A имеет вид: 
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Относительное движение i -ого и j -ого «ведомых» КА определяется следующим 

образом: 

ij j iX X X= − . 

Вектор управляющих параметров 

В математической модели вводятся управляющие силы в виде вектора 

управляющих параметров ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,s s s s s s sq x y z x y z∆ = ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆& & & , skq∆  – отклонение 

k -ого параметра (координаты) в начальный момент времени для s -ого КА. 

Таким образом, решение системы уравнений с управляющими параметрами для 

пары «виртуального ведущего» и «ведомого» КА имеет вид 

0,s sq Aq=  

где 0 e
s s sq q q= + ∆  – начальные условия с учетом управляющих параметров, e

sq  –

 эталонное положение «ведомого» КА в начальный момент времени. 

Управляющие параметры skq∆  оказывают влияние на изменение конфигурации 

(отклонения от эталонного положения) в начальный момент времени и, тем самым, 

изменение относительных расстояний и скоростей для всех КА группы в любой момент 

времени. В общем случае данная зависимость является нелинейной и однозначно 

описывается аналитическим решением системы дифференциальных уравнений Клохесси-

Уилтшира. 

Множество skQ∆  имеет вид 

{ }min max ,k
s sk sk skQ q q q∆ = ≤ ∆ ≤  

где min
skq  и max

skq  – предельные отклонения k -ого параметра для s -ого КА. 

 

Векторный целевой показатель 

Векторный целевой показатель формирует многокритериальное целевое качество и 

учитывает требования к сохранению эталонной конфигурации периодической 
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орбитальной структуры и безопасности при пересечении траекторий. Целевой показатель 

задан в виде векторов показателей для каждого КА в начальный и конечный моменты 

времени: 

( ),qJ J Jρ∆= . 

Вектор показателей qJ∆  – функция отклонения координат вектора состояния 

каждого КА в начальный момент времени, J ρ  – функция расстояния между i -ым и j -ым 

КА при пересечении траекторий. 

Нормированные векторные показатели скаляризуются в виде 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1

1 1

min max min

2

1

min max min

,

, 0, 1... ,

,

,

,

N N

N N
ij

N

S Q
n

q s sk sk
s k

S S
n n
ij ii N

i j

n
sk sk sk sk sk

Q
n n n
ij kij kj ki

k

n
ki ki ki ki ki

J q

J i S

q q q q q

q q

q q q q q

ρ
ρ

β α

δ ρ ρ

ρ σ

∆
= =

= =

=

= ⋅ ∆

= ⋅ = =

∆ = ∆ − ∆ ∆ − ∆

= −

= − −

∑ ∑

∑∑

∑

 

где NS  – количество КА в группе; { }1,...,6NQ ∈  – количество исследуемых 

управляющих параметров; skα  – весовой коэффициент значимости отклонения по k -ой 

координате для s -ого аппарата; sβ  – весовой коэффициент значимости отклонения 

s -ого аппарата; ijρδ  – весовой коэффициент значимости расстояния между i -ым и j -ым 

аппаратами пары при пересечении траекторий; max
skq∆ , min

skq∆  – значения наибольшего и 

наименьшего отклонений по k -ой координате s -ого аппарата соответственно; kijσ  –

 весовой коэффициент значимости расстояния по k -ой координате между i -ым и j -ым 

аппаратами пары; kiq  – k -ая координата i -ого аппарата; max
kiq , min

kiq  – значения 

наибольшего и наименьшего расстояния по k -ой координате между i -ым и j -ым 

аппаратами пары соответственно. Сумма соответствующих нормирующих коэффициентов 

значимости равна единице. 

Приведенные показатели качества и критерии оптимизации могут быть 

представлены в виде задачи минимизации суммы нормированных показателей: 
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1 minq
qJ J Jρ

ρα α∆
∆= + − → , 

где qα ∆  и ρα  – нормированные весовые коэффициенты степени значимости 

нормированных показателей. 

Решение задачи оптимизации по данному критерию имеет смысл одновременного 

сохранения эталонной конфигурации орбитальной структуры (минимизации отклонений) 

и обеспечения безопасности (минимизация опасности столкновения или максимизации 

расстояний между аппаратами) при пересечении траекторий. 

Показатели качества содержат три набора нормирующих коэффициентов 

значимости, отвечающих за значимость отклонения отдельного аппарата от эталонного 

положения в начальный момент времени, значимость отклонения отдельной координаты и 

обеспечение траекторной безопасности в отдельных парах «ведомый» – «ведомый». 

Данный подход позволяет уменьшить размерность решаемой задачи и перейти от 

рассмотрения всей группы аппаратов к подгруппам с учетом значимости как отдельных 

пар внутри подгрупп, так и самих подгрупп аппаратов. Таким образом, вместо 

рассмотрения плоской сетевой структуры возможно перейти к иерархической [4-5]. 

 

Моделирование 

В качестве практического примера рассматривается задача обеспечения 

безопасности при пересечении симметричных плоских траекторий, вызванных боковым 

отклонением КА по оси z : 0 0sy ≠ , 0 0sz ≠ . 

Исходные данные для моделирования: число КА – 4; конфигурация орбитальной 

структуры в начальный момент времени 0e
sq = , 0e

sz ≠ ; конечный момент времени 

1 2t π= ; вектор варьируемых параметров ( )0, ,0,0,0,0
T

s sq y∆ = ∆ , sy∆  – отклонение 

дистанции между КА в начальный момент времени; тип орбиты «виртуального ведущего» 

КА – круговая. 

В частном случае относительное движение пары «ведомых» КА имеет вид 

( )0 00, ,0,0,0,0 .
T

j j i iX y y y y≡ + ∆ − − ∆  

Показатели качества до нормирования имеют следующий вид: 
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При одинаковой дистанции между КА удобно использовать модуль разности 

отклонения в первом показателе качества – сокращается количество оптимальных 

решений за счет исключения симметричных отклонений, не влияющих на результат. 

Для практического применения вводится дополнительное ограничение на 

допустимые решения. Например, ограничение в виде «сферы безопасности» – 

минимальном из расстояний между КА при пересечении траекторий позволит выбрать 

решения, для которых выполняется следующее условие: 

( )min ij Rρρ ≥ , 

где Rρ  – радиус «сферы» безопасности [2-3]. 

На рис. 1 представлены результаты моделирования (область нормированных 

показателей
0 0sy = , 0

q sJ y∆ = ∆ , 0 50sy м∆ ≤ , 30R мρ = , шаг сети разбиения множества 

управляющих параметров 5м , весовые коэффициенты значимости равны. Показатель 

«Опасность» характеризует близость КА при пересечении траекторий – чем меньше, тем 

больше расстояние между КА. Показатель «Отклонение» – отклонение координаты от 

эталонного значения. 

 

Рис. 1. Область нормированных показателей «Отклонение» - «Опасность» 

 

На рис. 2 представлен один из четырех оптимальных вариантов изменения 

конфигурации. Остальные варианты могут быть получены перестановкой КА. Отклонения 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

J
1n

 Отклонение

J 2
n
 О
п
а
с
н
о
с
ть

Область показателей J
1n

 J
2n

 

 

Область показателей
Допустимые значения

J
opt
*



 
Молодежный научно-технический вестник ФС77-51038, ISSN 2307-0609  

-50, -15, 15, 50 м обеспечивают минимальное допустимое расстояние 30 м при 

пересечении траекторий. 

 

Рис. 2. Результат оптимизации 

 

Применение предложенного алгоритма в общем случае приводит к резкому росту 

размерности – число комбинаций управляющих параметров пропорционально шести 

степеням свободы (положение, скорость), числу КА в группе и плотности сети разбиения. 

Таким образом, данный метод оптимизации целесообразно применять для решения 

отдельных задач, возникающих при формировании конфигураций, например, при 

рассмотрении симметричных элементов конфигурации. Для одного управляющего 

параметра для четырех КА необходимо проверить 4 комбинации множеств параметров, 

для шести управляющих параметров необходимо проверить 24 комбинации множеств 

параметров. Исключение из рассмотрения заведомо неработоспособных наборов 

параметров и увеличение шага разбиения сети позволяет получать инженерной результат 

в режиме реального времени. 

Применение алгоритма совместно с оптимальным управлением движением группы 

КА (решением задачи Лагранжа для группового движения КА) [6] или 

многокритериальной стабилизации конфигурации по точности и расходу на основе 

иерархического управления [7] позволяет комплексно подойти к решению задачи 

оптимального управления группами КА и оптимизации параметров орбитальных 

структур. 

 

Заключение 

В данной статье предложен алгоритм формирования оптимальных периодических 

орбитальных структур по критерию безопасности и точности на основе параметрической 

оптимизации по критериям минимизации отклонения параметров эталонной 
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конфигурации и максимизации расстояния между КА эскадры с учетом обеспечения зоны 

безопасности. Рассмотрен пример использования алгоритма для оптимизации положений 

КА в спутниковой эскадре при ненулевых боковых отклонениях и одинаковых дистанциях 

между КА в плоскости. Показана целесообразность применения алгоритма для решения 

отдельных задач, возникающих при проектировании орбитальных структур. 
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