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Введение 

Методы теории автоматического регулирования широко используются при анализе и 

конструировании не только сложных систем автоматического регулирования (САР), но и 

динамических систем вообще (в особенности при анализе устойчивости и оптимизации 

систем). 

Экспериментальные исследования реальных механических систем в учебном процессе 

связаны с большими материальными затратами и техническими трудностями. Целесооб-

разным является изучение отдельных важных аспектов поведения систем управления и 

автоматического регулирования на моделях таких систем, в том числе и с использованием 

компьютерного моделирования. При изучении дисциплины «Управление техническими 

системами» особое внимание должно быть уделено умению грамотного вывода диффе-

ренциальных уравнений, описывающих поведение всех составляющих частей, узлов и 

элементарных звеньев, входящих в состав САР. Необходимо заметить, что в научно-

методической литературе, как в признанной уже «классической» [6-8], как в книгах со-

временных авторов, посвящённых проблемам автоматического регулирования [1], [5], так 

и в изданиях, посвящённых практическому освоению данной дисциплины [2-4], на взгляд 

автора, недостаточное внимание уделяется проблеме аккуратного, с учётом всех особен-

ностей системы, вывода дифференциальных уравнений и их линеаризации. 

Предлагаемая работа может быть использована как в теоретической части курса, так и 

в практических занятиях по курсу "Управление механическими системами". Особенно ак-

туальной она может оказаться для студентов-механиков, поскольку в ней рассматривается 

реальный механический объект, основные принципы поведения которого хорошо ими 

изучены в курсах «Теория машин и механизмов» и «Теория механических колебаний».  

Цель работы – вывод нелинейных дифференциальных уравнений механической коле-

бательной системы, линеаризация полученных уравнений в области некоторого номи-

нального стационарного режима работы турбины и получение передаточной функции 

САР угловой скорости турбины и характеристического уравнения.  
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Функциональная схема (блок-схема) САР угловой скорости паровой турбины (рис. 1)  

показана на рис. 2. 

 

Рис.1. Функциональная схема САР угловой скорости паровой турбины 

 

Рис.2. Функциональная блок-схема САР угловой скорости паровой турбины 

 При отклонении угловой скорости ω  турбины 1 (рис. 1) от заданного значения меня-

ется центробежная сила грузов 2, в связи с чем изменяется положение муфты 5, которая 

рычагом 3 приводит в действие исполнительный механизм задвижку 4 .  Таким образом, в 

данной системе работа исполнительного механизма осуществляется за счет энергии чув-

ствительного элемента (центробежного регулятора) и, следовательно, с точки зрения 

классификации систем автоматического регулирования данная САР является системой 

прямого действия. Рассмотрим уравнения движения системы по составляющим звеньям. 

 Регулируемый объект (паровая турбина). Активный момент на валу турбины мо-

жет быть представлен формулой  

31 v
χ

2 ωДM y ,   (1) 
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где   - коэффициент, зависящий от конструкции паровой турбины; y  — величина от-

крытия задвижки направляющего аппарата; v  — скорость движения пара; ω  — угловая 

скорость паровой турбины. 

Линеаризуем зависимость (1) с помощью разложения в ряд Тейлора в окрестности 

стационарного режима движения( 0 0 0, ,vy  ) по степеням малых приращений ,y  , от-

брасывая члены разложения второго и более высоких порядков малости (при этом счита-

ем скорость v движения пара постоянной): 

3 3
0 0 0

0 2
0 0

1 1
2 2Д Д

v v y
M M y 

 
      ,    (2) 

где 
0

3
0

0
0

1

2Д

v
M y


  - установившийся активный момент. Уравнение (2) приведем к виду 

0
0 0

(1 )Д Д

y

y
M M





 
   .     (3) 

Момент сопротивления на валу турбины 

0C C CMM M  ,        (4) 

где 
0CM  - установившийся момент сопротивления турбины; 

CM  - момент от изменения 

нагрузки. 

Из теоремы об изменении момента количества движения системы получим уравнение 

паровой турбины 

Д С

d
J M M

dt


  .      (5) 

Здесь J  - приведенный к валу турбины момент инерции всех вращающихся масс. Под-

ставим в уравнение (5) зависимости (3) и (4), получим 

00
0 0

(1 ) С CД

d
J M M

dt

y

y
M

 


   

 
  . 

В установившемся режиме 
0 0Д СMM  . Тогда уравнение турбины в приращениях 

будет иметь вид  

00
0 0

( ) .СД

d
J M

dt

y

y
M

 


  

 
      (6) 

Номинальными значениями для турбины будем считать 0 0 0 0 0, , Д CM M My    . С 

учётом этого уравнение (6) соответствует  

0

0 0 0

0

0

C

d
y

J
M dt M y

M



 



 
 

      




.       (7) 

Введем в уравнение (7) следующие обозначения:  
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0
1 0

0 0 00

, , ,C y
J T f

M M y

M
 





 
   


. 

Получим 

1 0

d
T f

dt


    .     (8) 

 Уравнение (8) характеризует турбину как систему первого порядка, передаточная 

функция которой 
1

1

1
( )

1
W s

T s



, где 

1T  - постоянная времени турбины, s  - оператор 

Лапласа (понятие о передаточных функциях и их получение для отдельных звеньев рас-

смотрено в [9,10]). 

Чувствительный элемент. Чувствительный элемент системы — центробежный ма-

ятник (рис. 3).  

 

Рис. 3. Центробежный маятник 

Вал центробежного маятника вращается с угловой скоростью  , пропорциональной 

угловой скорости машины. С такой же скоростью вращаются относительно оси x  шары 

4 , обладающие массой m  и занимающие определенное положение относительно оси x  

при постоянной скорости. При увеличении или уменьшении скорости шары расходятся 

или сближаются, вызывая перемещение муфты 3, кинематически связанной с шарами си-

стемой тяг. 

Введем обозначения: 

c  - коэффициент жесткости пружины 5 (рис. 1); 

  - коэффициент вязкого трения; 

M - масса частей, участвующих в поступательном движении вдоль оси 0x ; 

0F  - сила предварительного поджатия пружины. 
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Для составления дифференциального уравнения центробежного маятника используем 

уравнение Лагранжа II рода 

d T T
Q

dt q q

  
  

  

,     (9) 

где q  - обобщенная координата; T - кинетическая энергия системы; Q  - обобщенная си-

ла; в общем случае системы с одной степенью свободы ( )
П R

Q F t
q q

 
   

 
. 

Здесь П  - потенциальная энергия динамической системы; R R -функция рассеяния 

энергии; ( )F t  — внешняя сила, приложенная к динамической системе. В качестве обоб-

щенной координаты q выберем выходную координату - перемещение муфты x .Считаем 

( ) 0F t  .  Как следует из рис. 1 

(4 )
sin , 2 (1 cos ), sin

2

x a x
r l x a

a
   


     . 

Кинетическая энергия системы xlT T T T    где T  -  кинетическая энергия 

шаров во вращательном движении вокруг оси 0x ;  
lT  - кинетическая энергия шаров во 

вращательном движении относительно точек A ; 
xT  - кинетическая энергия масс в посту-

пательном движении вдоль оси 0x .  Указанные составляющие кинетической энергии ма-

ятника: 

22 2
2 2 2

2 2 2 2 2

2
( sin ) (4 ) ,

2 2

2
,

2 (4 ) 2
xl

T
m l

m r l m r x a x
a

ml ml x Mx
T T

x a x








 
 
 


       

  


 

Потенциальная энергия маятника 
1 2 3П П П П   , где 

1П  - потенциальная энер-

гия масс, движущихся параллельно оси 0x ;  
2П - потенциальная энергия шаров; 

3П - по-

тенциальная энергия пружины. Для рассматриваемого случая имеем 

2

1 2 3 0, 2 (1 cos ) ,
2

mglx cx
П mgx П mgl П F x

a
       

Функция рассеяния энергии R  определяется в данной расчетной схеме вязким трени-

ем в демпфере 2 (рис. 1) при перетекании масла через калиброванные отверстия из одной 

полости цилиндра в другую в случае движения муфты 3 и связанного с ней поршня демп-

фера: 
21

2
R vx  .  

Подставив выражения для кинетической энергии T  и обобщенной силы Q  в уравне-

ние Лагранжа (9), получим 

2
1 2 3 0( ) ( ) ( , )

mgl
f x x f x x vx f x F Mg

a
        ,        (10) 
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где  

2 2

1 2 2 2

2

3

2 2 (2 )
( ) , ( ) ,

(4 ) (4 )

(2 ) 1
( , ) (4 ) .

2(4 )

ml ml a x
f x M f x

x a x x a x

ml a x
f x r x a x

aa x a x


  

 

  
     

  

 

Уравнение (10) — нелинейное дифференциальное уравнение. Стационарный режим 

(
0 0,const x x const     ) характеризуется соотношением 

0 3 0 0 0( , )
mgl

cx f x F Mg
a

      .   (11) 

Рассмотрим малые колебания центробежного маятника относительно стационарного 

состояния ( 0 0,x  ). Пусть 0 0,x x x     . Разложим функции 

1 2 3( ), ( ), ( , )f x f x f x   в ряд Тейлора в окрестности стационарного состояния ( 0 0,x  ): 

1
1 1 0 1

0

2
2 2 0 2

0

3 3
3 1 0 0 3

0 0

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( , ) ( , ) ( , ),

df
f x f x x x

dx

df
f x f x x x

dx

df df
f x f x x x

dx d

 
     

 

 
     

 

   
           

   

  (12) 

где функции 
1 2 3( ), ( ), ( , )x x x        имеют более высокий порядок малости 

по сравнению с ,x   . Учитывая, что 

2

2

( ) ( )
,

d x d x
x x

dt dt

 
  ,принимая во внима-

ние выражения (11) и (12), пренебрегая малыми отклонениями второго и более высокого 

порядка, получим линеаризованное уравнение колебаний маятника относительно стацио-

нарного состояния ( 0 0,x  ) 

2

3 3
1 0 2

0 0

( ) ( )
( )

d x d x df df
f x v c x

dt dt dx d

     
        

   
   (13) 

где 

32 2
23 0 2

1 0 0 0

00 0

3 0 0
0 0

0 0 0

2
( ) , 4 (4 ) ,

(4 ) 2

2 (2 )
(4 ) .

2(4 )

ml df ml l
f x M a r x a x

x a x dx a a

df ml a x l
r x a x

d aa x a x

   
               

    
     

    
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Уравнение (13) можно представить в безразмерных переменных, если ввести обозна-

чения 

0 0

,
x

x
 



 
  . 

После несложных преобразований получим уравнение чувствительного элемента в 

нормализованной форме 

2 2

2

1МФ K

РЕГ РЕГ РЕГ

T Td d
dtdt

 
 

  
   ,   (14) 

где  

1
1 2

3
1 0 0 0

0

( )МФ

df
T f x x

d


    
   
     




  - постоянная времени муфты маятника; 

1

3
0 0

0

K

df
T vx

d




  
   

  
   - постоянная времени демпфера; 

1

3 3
0 0

0 0

РЕГ

df df
c x

dx d
 



      
        

      
  - коэффициент статизма. 

Уравнение (14) характеризует центробежный маятник как звено второго порядка - ко-

лебательное звено САР. Передаточная функция такого звена имеет вид: 

2 2
2

1

( )

1

РЕГ

МФ K

РЕГ РЕГ

W s
T T

s s



 



 

.    (15) 

Следует иметь в виду, что в САР, которую предполагается использовать для проверки 

полученных теоретических результатов, могут быть приняты иные коэффициенты в вы-

ражении для передаточной функции колебательного звена (15). В частности, в системе 

моделирования «МВТУ» («Моделирование в технических устройствах») приняты следу-

ющие обозначения для колебательного звена:  

2 2 2
( )

2 1

K
W s

T s Tbs


 
    (16) 

 где 
1

РЕГ

K


 — передаточный коэффициент (коэффициент усиления); МФ

РЕГ

T
T


 -

постоянная времени звена второго порядка; 
2

K

МФ РЕГ

T
b

T 
  коэффициент относительного 

демпфирования. 

Исполнительный механизм. Запишем уравнение движения задвижки как безынер-

ционного звена 
0K  , где 

0K  - передаточный коэффициент, 
0







  - безразмерное 
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перемещение точки A  (рис. 1) вверх, 0  - перемещение точки A , соответствующее ста-

ционарному режиму,  — малое отклонение той же точки относительно 
0 . 

Другие элементы в цепи обратной связи. Угловые скорости вала центробежного ре-

гулятора и вала турбины связаны между собой соотношением i  или i  , где i  

— передаточное число связи вала турбины с валом регулятора (связь осуществляется с 

помощью конической зубчатой передачи). 

В рассматриваемой системе автоматического регулирования использована жесткая 

отрицательная обратная связь. При увеличении угловой скорости муфта 5 (рис. 1) подни-

мается и с помощью рычага 3 опускает точку A , вследствие чего уменьшается степень 

открытия задвижки направляющего аппарата. Рассматривая рычаг 3 как звено нулевого 

порядка, представим его уравнение в следующем виде: 
PK   . 

Передаточная функция системы. Определим передаточную функцию ( )W s  данной 

системы.  Для этого, имея в виду уже определенные передаточные функции отдельных 

звеньев, на основании функциональной схемы системы регулирования в целом (рис. 2) 

представим структурную схему (рис. 4). 

 

Рис. 4. Структурная схема системы регулирования 

Для упрощения полученной структурной схемы заменим последовательно соединен-

ные звенья в цепи обратной связи одним звеном с передаточной функцией 

3 2 0( ) ( ) PW s i W s K K    . Таким образом, структурная схема системы регулирования 

угловой скорости паровой турбины имеет вид контура с неединичной отрицательной об-

ратной связью (рис. 5), для которого легко определить передаточную функцию 

1

1 3

( )
( )

1 ( ) ( )

W s
W s

W s W s



. 
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Рис.5. Структурная схема системы регулирования угловой скорости паровой турбины 

Отсюда следует характеристическое уравнение, соответствующее исследуемой CAP: 

  1 31 ( ) ( ) 0W s W s  , 

или  

2 3 2 2

1 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0МФ МФ K K РЕГ РЕГ PTT s T TT s T T s iK K        . 

Заключение 

Таким образом, видно, что САР скорости паровой турбины с чувствительным элемен-

том (он же регулятор) прямого действия описывается дифференциальным уравнением 

третьего порядка, которому соответствует характеристическое уравнение в виде полинома 

того же порядка. Одним из важнейших вопросов, возникающих при анализе САР (помимо 

вопроса функциональности) является вопрос устойчивости системы. В дальнейшем автор 

рассчитывает показать, как решается этот вопрос для выше рассмотренной САР в про-

граммном комплексе «МВТУ». 
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